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Résumé 



Soit f : X X un endomorphisme rationnel d'une variété projective 
complexe compacte. Nous étudions la dynamique d'une telle application 
d'un point de vue statistique, i.e. nous essayons de décrire le comporte- 
ment asymptotiquc de l'orbite Of{x) = {/"(x), n G N ou Z} d'un point 
générique. Nous construisons pour ce faire une mesure de probabilité inva- 
riante canonique dont nous étudions les principales propriétés ergodiques 
(mélange, hyperbolicité, entropie), et dont nous montrons - dans certains 
cas - qu'elle reflète une propriété d'équidistribution des points périodiques. 



Préambule 



Le texte qui suit porte sur l'étude statistique de la dynamique des endo- 
morphismes méromorphes des variétés kâhlériennes compactes. II ne s'agit 
pas d'un système dynamique (/, X) au sens classique du terme : les endo- 
morphismes / que nous considérons ne sont, en général, pas bien définis 
sur un sous-ensemble analytique If de codimension > 2 - l'ensemble des 
points d'indétermination. Même lorsque l'on s'intéresse à la dynamique des 
endomorphismes polynomiaux de C'^, il est important de considérer la com- 
pactification du système - extension méromorphe à une compactification 
de C'^ - qui fait, en général, apparaître des points d'indétermination à 
l'infini. C'est une source de grande difficulté dans l'analyse de la dyna- 
mique : contrôler la dynamique près des points d'indétermination est un 
enjeu majeur qui nécessite l'utilisation d'outils relativement sophistiqués 
de Géométrie Algébrique Complexe (problèmes de désingularisation dyna- 
miques) et d'Analyse Complexe (construction, et intersection géométrique 
de courants positifs invariants). 

La dynamique des applications de plusieurs variables complexes a connu 
de nombreux développements au cours des quinze dernières années, suite aux 
travaux fondateurs de E.Bedford, J.E.Forna«ss, J.H.Hubbard, M.Lyubich, 
N.Sibony et J.Smillie. Ce mémoire se propose de faire le point sur une ques- 
tion particulière, celle de l'existence d'une mesure d'entropie maximale. 

Nous renvoyons le lecteur à [CFS], [KH], [W] pour une présentation 
générale des Sytèmes Dynamiques et de la Théorie Ergodiques, et à [Ci], 
[De], [GH], [Laz] pour quelques cléments d'Analyse et de Géométrie Algébrique 
Complexes. On trouvera dans [BeM], [CG], [Mi 1] une introduction à la dy- 
namique holomorphe en une variable, et dans [F], [M2], [MNTU], [S] une 
introduction à la dynamique holomorphe en plusieurs variables. 
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Introduction 



Soit X une variété complexe kàhlérienne (connexe) compacte et / : 
X ^ X nn endomorphisme méromorphe dominant (i.e. dont le jacobien 
ne s'annule pas identiquement). Nous souhaitons étudier la dynamique de 
l'application /, i.e. décrire statistiquement le comportement des orbites 
Of{x) := {/"(x) / ra G N ou Z}. Il s'agit de répondre aussi bien à des ques- 
tions (en apparence) élémentaires, 

- existe-t-il des points périodiques ? combien ? de quel type ? 

- comment se répartissent-ils dans l'espace ? 
qu'à des questions plus fines de Théorie Ergodique, 

- quelle est la complexité (entropie topologique) du sytème (/, X) ? 

- existe-t-il une (unique ?) mesure d'entropie maximale ? 

- quelles sont ses propriétés ergodiques (mélange, hyperbolicité,...) ? 

Lorsque X est une surface de Riemann, la réponse à ces questions dépend 
uniquement du degré topologique deg(/) de l'application / : lorsque deg(/) = 
1, la dynamique est pauvre et se calcule à la main. Lorsque deg(/) > 2, on 
a le résultat suivant dû à H.Brolin [Bro] (cas des polynômes) et M.Lyubich 
[Ly] (voir également [FLM]) : 

Théorème A. Si dimc X = 1 et deg(/) > 2, alors il existe une mesure de 
probabilité invariante canonique jif qui vérifie 

1. fif est l'unique mesure d'entropie maximale 

htopif) = K^{f) = logdeg(/) > 0; 

2. fif est mélangeante, d'exposant de Lyapunov 

Xif^f) > ^logdeg(/) > 0; 

3. Il y a (deg(/))" + l points périodiques d'ordre n. Tous -sauf un nombre 
fini- sont répulsifs et s'équidistribuent selon la mesure jif. 
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Le but de ce mémoire est d'établir un résultat similaire au Théorème A 
lorsque X est de dimension A; > 2 : on cherche une condition numérique qui 
garantisse l'existence d'une mesure canonique dynamiquement intéressante. 

A la fin du 20^ siècle, E.Bedford, J.E.Fornaess, J.H.Hubbard, M.Lyubich, 
N.Sibony et J.Smillie ont construit et étudié une telle mesure /ij pour deux 
familles particulières (mais décisives) d'endomorphismes : les applications 
de Hénon complexes (i.e. les automorphismes polynomiaux de d'entropie 
positive), et les endomorphismes holomorphes de l'espace projectif complexe 
P'^. Les dynamiques correspondantes sont très différentes : dans le premier 
cas les points périodiques selles s'équidistribuent selon ^uj, alors que dans le 
deuxième cas, ce sont les points répulsifs qui jouent un rôle déterminant (un 
résultat plus récent de J.Y.Briend et J.Duval [BrD 1,2]). 

Cette différence est en partie expliquée par les valeurs respectives des 
degrés dynamiques de ces applications. 

Degrés dynamiques. Soit / : P*' ^ P*^ un endomorphisme rationnel de 
l'espace projectif complexe P*^. On définit, pour < J < A;, le j'^™*^ degré 
dynamique de /, 

A, (/) :=liminf [deg /""L] , 

n— >+oo 

on L désigne un sous-espace linéaire générique de P*' de codimension j. 

Observons que Xk{f) est le degré topologique de / et que Ao(/) = 1. 
Lorsque / est un endomorphisme holomorphe, on vérifie que Xj{f) = Ai (/)•', 
ainsi Afc(/) est le plus grand degré dynamique de /. A l'inverse, pour une 
application de Hénon complexe, on a Ai(/) > A2(/) = 1 (k = 2). 

Nous rappelons la définition des degrés dynamiques d'un endomorphisme 
méromorphe f : X ^ X d'une variété kâhlérienne compacte quelconque 
dans la section 2.1. Ce sont les rapports Aj(/)/Aj+i(/) qui jouent un rôle 
crucial dans les phénomènes d'équidistribution : ceux-ci ont lieu lorsque 
Aj/Aj+i 7^ 1. On dira que f est cohomologiquement hyperbolique 
lorsque cette condition est satisfaite pour tout < j < A; — 1. Il résulte 
des propriétés de concavité de la fonction j logAj(/) (voir Théorème 
2.4 de ce texte) que cette condition est équivalente à l'existence d'un entier 
l G [1, k] tel que A;(/) domine strictement tous les autres degrés dynamiques. 

En dimension A; = 1, / est cohomologiquement hyperbolique si et seule- 
ment si Ai(/) > Ao(/) = 1, i.e. lorsque Ai(/) = deg(/) > 2. On retrouve la 
condition du Théorème A. 

En dimension fc = 2, la condition se résume à Ai(/) / M{f)- U y a donc 
deux cas à considérer, selon que Ai(/) < A2(/) (grand degré topologique, 
e.g. les endomorphismes holomorphes de P^), ou Ai(/) > A2(/) (petit degré 
topologique, e.g. les applications de Hénon). 

Les travaux présentés dans ce mémoire s'articulent autour de la conjec- 
ture suivante -formulée dans [G 3,7]- et y apportent des réponses partielles. 
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Conjecture. Supposons que f est cohomologiquement hyperbolique, 

i.e. que A/(/) > maxj^;Aj(/) pour un entier l G Alors il existe une 

mesure de probabilité invariante canonique jif qui ne charge pas les hyper- 
surfaces complexes et vérifie 

1. fj,f est l'unique mesure d'entropie maximale 

V/(/) = ^top(/) = logAK/). 

2. Hf est mélangeante et hyperbolique. Ses exposants de Lyapunov vérifient 

XI > • • • > > ^ log (AK/) A_i(/)) > 

et 

> ~ log (AK/)/Ai+i(/)) > xi+i >...>Xk- 

3. Il y a environ Xi{f)"' points périodiques selles de type {k — l,l). Ceux-ci 
s'équidistribuent selon fj,f. 

Les résultats. La conjecture est motivée par les travaux de Bedford-Lyubich- 
Smillie [BLS 1,2] qui l'ont établie lorsque / est une application de Hénon 
complexe, ainsi que par ceux de Fornaess-Sibony [FS 2,3,4] et Briend-Duval 
[BrD 1,2] qui ont réglé le cas des cndomorphismes holomorphes non linéaires 
de P''. Nous esquisserons la démonstration de ces résultats ainsi que certaines 
de leur généralisations : 

Théorème B. La conjecture est vraie lorsque l = k, i.e. lorsque le degré 
topologique domine strictement tous les autres degrés dynamiques. 

Ce rcsTiltat - qui contient le Théorème A et généralise [BrD 1,2] - est 
expliqué au Chapitre 3 (dans un souci pédagogique, nous détaillons la preuve 

du Théorème A au Chapitre 1). 

Théorème C. La conjecture est vraie lorsque f : X ^ X est un endomor- 
phisme birationnel (X2if) = ^) d'une surface projective (k = dimc-'^ = 
moyennant une hypothèse technique. 

Nous précisons au Chapitre 4 cette hypothèse (Définition 4.21), qui porte 
sur le contrôle quantitatif de la dynamique près des points d'indétermination 
(voir rubrique suivante). Mentionnons simplement ici qu'elle est vérifiée 
lorsque / est une application de Hénon complexe [BLS 1,2], un automor- 
phisme d'entropie positive [Ca 1], ou une application birationnelle générique 
deP2 [BDi 2], [Du 5]. 

Notons que tout endomorphisme polynomial cohomologiquement hyper- 
bolique / : {z,w) G H- {P{z,w),Q{z,w)) G avec max(deg P, deg Q) < 
2 relève soit du Théorème B, soit du Théorème C et vérifie donc la conjec- 
ture [G 3]. De môme, tout endomorphisme holom,orphe cohomologiquement 
hyperbolique d'une surface projective vérifie la conjecture (Théorème 3.6). 
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Points d'indétermination. Les applications / que nous considérons ne 
sont, en général, pas partout bien définies. Il existe un sous-ensemble ana- 
lytique If de codimension > 2 constitué de points en lesquels / n'est pas 
même continue. Si p E If , son image 

fip) ■.= f]f{B{p,s)\If) 

£>0 

est un sous-ensemble analytique de dimension positive. On cherche à décrire 
la dynamique des points qui se situent hors de l'ensemble d'indétermination 
itéré 

ir •■= u /"(^/)- 

En général cet ensemble peut contenir une hypersurface de X (bien que 
codimcif > 2). C'est pourquoi il est crucial, dans la conjecture énoncée plus 
haut, que la mesure jU/ ne charge pas les hypersurfaces de X. Par ailleurs 
les degrés dynamiques étant invariants par un changement birationnel de 
coordonnées tt, on veut pouvoir transporter /if par tt : il faut donc que fj,f 
ne charge pas une hypersurface qui pourrait être contractée par tt. 

Nous expliquons dans la section 3.3.1 qu'on ne peut pas se contenter 
d'étudier les endomorphismes holomorphes : ce sont des objets beaucoup 
trop rares. Dès lors, le contrôle de la dynamique près des points d'indétermi- 
nation constitue une des difficultés majeures de cette étude. 

La stratégie. L'endomorphisme / : X — > X induit des actions linéaires 
/* , /* par image inverse et directe sur les espaces vectoriels de cohomologie 
de deRham H'^{X,M). Comme X est kâhlérienne, on peut tirer profit de 
la décomposition de Hodge. L'hypothèse numérique A;(/) > maxj^/Aj(/) 
permet de montrer que les actions "dominantes" sont 

/* : H^'^{X,R) H^'\X,R) et /* : H''-^'''-\X,R) H''-^'''-\X,R). 

Cela se traduit par exemple dans la formule des points fixes de Lefschetz 

(voir paragraphe 2.3.1) qui montre que le taux asymptotique de croissance 
des points périodiques est contrôlé par A;(/), ou encore dans la majoration 
de l'entropie topologique due à M.Gromov (voir paragraphe 2.2.1) qui donne 
ici 

htop{f)<logXi{f). 

Pour démontrer la conjecture il est naturel de vouloir utiliser le principe 
variationnel pour exhiber une mesure d'entropie maximale. La présence de 
points d'indétermination implique malheureusement qu'il n'y a pas toujours 
égalité dans le principe variationnel (cf [G 7]), du moins lorsque / n'est 
pas cohomologiquement hyperbolique. Notre stratégie consiste à construire 
une mesure invariante canonique en utilisant l'Analyse Spectrale des actions 
linéaires /*,/* et des propriétés fines d'Analyse Complexe (notamment la 
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théorie des courants positifs), puis à étudier les propriétés ergodiques de 
cette mesure en entremêlant des outils classiques de Systèmes Dynamiques 
(notamment la théorie de Pesin) et de Géométrie Algébrique Complexe (no- 
tamment le Théorème de Bezout). La première partie repose sur les obser- 
vations suivantes : 

• l'hypothèse A := Xi{f) > ^i-iif) garantit des phénomènes d'cquidistribu- 
tion : si loi et sont deux formes lisses fermées cohomologues de bidegré 
{l, l), alors A~"(/")*(u;i — cU;) 0. On espère qu'elles s'équidistribuent selon 
un courant positif fermé invariant Tj^ de bidegré {1,1), i.e. 



•l'hypothèse A = Xi{f) > A;+i(/) se traduit par dualité en Afc_;(/*) > 
Afe_;_i(/*), donnant de manière analogue des phénomènes d'équidistribution 
par image directe des formes lisses fermées w^-; de bidegré {k — l, k — l). On 
espère de même que 



La seconde partie consiste à donner du sens au slogan suivant : les pro- 
priétés géométriques d'extrémalité des courants invariants reflètent les pro- 
priétés ergodiques de la mesure ^f. 

Il est raisonnable de penser que cette stratégie va aboutir prochainement 
en dimension deux, notamment dans le cas des endomorphismes polyno- 
miaux (voir Chapitre 4 et [FaJ 3], [DDG]). La dimension supérieure en est 
à ses premiers balbutiements. Nous indiquons au Chapitre 5 quelques unes 
des pistes explorées jusqu'à présent. 

Le cas non hyperbolique. Nous nous intéressons dans ce mémoire uni- 
quement aux endomorphismes méromorphes cohomologiqucmcnt hyperbo- 
liques. Cela nous permet d'éviter le cas peu intéressant des produits directs 
dont un facteur est linéaire. 

On s'attend plus généralement à ce que les endomorphismes non co- 
homologiquement hyperboliques préservent une fibration : c'est le cas des 
endomorphismes biméromorphes des surfaces tels que Ai(/) = A2(/) = 1, 
comme l'ont montré J.Diller et C.Favre [DF]. 

Notons que certains endomorphismes méromorphes non cohomologique- 
ment hyperboliques interviennent dans l'analyse spectrale des opérateurs 
différentiels (Laplace, Schrôdinger) sur des structues modèles self-similaires, 
en tant qu'opérateurs de renormalisation (voir [Sa]). 





où Tf^_i désigne un courant positif fermé de bidegré {k — l,k — ï) ; 
• on tente alors de définir la mesure canonique 
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Quelles variétés ? La conjcctTirc sous-tcnd la question naturelle de savoir 
quelles sont les variétés X qui admettent des endomorphismes mcromorphcs 
cohomologiquement hyperboliques. Lorsque dimc X = 1 la réponse est bien 
connue : seules les courbes elliptiques et la sphère de Riemann admettent 
des endomorphismes holomorphes non inversibles. Ce sont les surfaces de 
Riemann X dont la dimension de Kodaira kod{X) est négative ou nulle. 
Nous montrons dans la section 2.4 le 

Théorème D. Si dimcX = 2 et f : X ^ X est tel que Ai(/) / X2{f), 
alors kod{X) < 0. Plus précisément, 

- soit kod{X) = 0, 

- soit X est rationnelle, 

- soit X est une surface réglée au dessus d'une courbe elliptique; dans 
ce cas f préserve la fibration rationnelle et X2{f) > 

On peut construire beaucoup d'exemples d 'endomorphismes méromorphes 
f : X ^ X tels que Ai(/) > A2(/) (resp. Ai(/) < A2(/)) lorsque X est ra- 
tionnelle. La situation est beaucoup phis rigide lorsque kod{X) = (et 
moins intéressante lorsque X ¥^ x E, E courbe elliptique). Le cas le 
plus important -et le plus délicat à étudier- est donc celui d'une surface X 
rationnelle : il s'agit d'étudier la dynamique d'une application rationnelle 
dominante / : ^ à conjugaison birationnelle près. Il est cependant 
intéressant de considérer également le cas des surfaces de dimension de Ko- 
daira nulle. La situation est plus riche qu'en dimension 1 - notamment sur les 
surfaces KS - et certains endomorphismes ayant un groupe fini de symétries 
induisent des endomorphismes sur une surface rationnelle (généralisant la 
construction de S. Lattes). 

Nous conjecturons, en dimension supérieure, que seules les variétés de 
dimension de Kodaira < admettent des endomorphismes méromorphes 
cohomologiquement hyperboliques. 

Précisons à présent le contenu du mémoire. Nous esquissons dans la 
première partie la démonstration du Théorème de Brolin-Lyubich. Les éléments 
de preuve que nous indiquons sont en partie originaux et se généralisent en 
plusieurs variables. 

Nous introduisons les degrés dynamiques Xj{f) dans la deuxième partie. 
Nous établissons quelques unes de leurs propriétés dans la section 2.1, leur 
lien avec l'entropie topologique dans la section 2.2, puis avec le nombre de 
points périodiques dans la section 2.3. Nous donnons dans la section 2.4 
plusieurs exemples d 'endomorphismes cohomologiquement hyperboliques. 

Nous étudions dans la troisième partie le cas des endomorphismes de 
grand degré topologique. Nous démontrons la conjecture dans les sections 
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3.1, 3.2 et donnons quelques exemples dans la section 3.3. Dans la section 
3.4 nous étudions plus avant certains invariants numériques (dimension de 
la mesure d'entropie maximale, minimalité des exposants de Lyapunov), 
puis nous nous intéressons dans la section 3.5 h des généralisations de cette 
situation dynamique (applications d'allure polynomiale). 

Dans la quatrième partie nous tentons de mettre en place notre stratégie 
pour démontrer la conjecture lorsque la variété X est de dimension deux. 
Il faut tout d'abord trouver un bon modèle X - quitte à effectuer un 
changement biméromorphe de coordonnées - sur lequel l'action linéaire in- 
duite en cohomologie est compatible avec la dynamique : nous abordons 
ce problème dans la section 4-1- Nous précisons l'Analyse Spectrale des 
opérateurs /*,/* dans la section 4- 2- Nous construisons des courants in- 
variants canoniques T'^,T~ dans la section 4-3, et étudions leurs propriétés 
géométriques d'extrémalité. La mesure canonique /U/ = T^AT~ est construite 
dans la section 4 ■4-, Puis nous établissons certaines de ses propriétés ergo- 
diques dans la section 4.5. Nous illustrons par des exemples {section 4-6) les 
difficultés rencontrées. 

La cinquième partie aborde le cas des endomorphismes de petit degré 
topologique en dimension supérieure ou égale à trois. Nous construisons 
une mesure canonique d'entropie maximale pour deux familles d'exemples, 
les automorphismes d'entropie positive {section 5.2) et certains automor- 
phismes polynomiaux de C*^ {section 5.3). Plusieurs exemples sont donnés 
dans la section 5.4- 
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Chapitre 1 

La dimension un revisitée 



Nous présentons dans cette section la démonstration du Théorème de 
Brolin-Lyubich. Nous supposons donc dans toute cette partie que X est une 
surface de Riemann compacte munie d'un endomorphisme f : X ^ X ée 
degré topologique A := deg(/) > 2. Notons que seules les courbes elliptiques 
C/A et la sphère de Riemann admettent de tels endomorphismes : cela 
résulte par exemple de la formule de Hurwitz f*Kx + Rf = Kx que nous 
utiliserons également en dimension supérieure. 

Nous allons donner une construction récente de la mesure d'entropie 
maximale /i/ inspirée du dd"^— lemma de la théorie de Hodge. Cette tech- 
nique développée dans [G 1] a depuis été appliquée avec succès par plusieurs 
auteurs à des problèmes de dynamique à plusieurs variables (voir notamment 
[G 5], [DS 6,8]). Elle nous permet ici d'établir de façon élémentaire plusieurs 
propriétés ergodiques de (mélange, décroissance des corrélations, etc). 

Nous donnons également une démonstration originale -en suivant [G2]- 
de l'équidistribution des préimages de points qui utilise des estimées de vo- 
lume. Gette approche permet, en plusieurs variables, d'obtenir des résultats 
d'équidistribution des préimages de diviseurs. Les autres aspects (équidistribu- 
tion des points répulsifs, unicité de la mesure d'entropie maximale) suivent 
de près la preuve de M.Lyubich. Ils ne seront qu'esquissés. 

1.1 La mesure invariante canonique 

H.Brolin a donné dans [Bro] une construction simple de la fonction de 
Green d'un polynôme. Trente ans plus tard (soit une dizaine d'années après 
les travaux de M.Lyubich), J.H.Hubbard et P.Papadopol [HP 1] ont ob- 
tenu une construction élémentaire de la fonction de Green d'une fraction 
rationnelle /. Leur construction consiste à utiliser la structure complexe ho- 
mogène de P^, en relevant l'application / en un endomorphisme polynomial 
homogène de C^. La technique revient ainsi à faire de la dynamique en deux 
variables, puis à utiliser l'homogénéité pour en déduire des informations uni- 
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dimensionnelles. Cette construction a le mérite de donner des informations 
sur la régularité du potentiel de la mesure d'entropie maximale, ainsi que 
de se généraliser au cas des endomorphismes de P'^. On peut également la 
généraliser à des endomorphismes d'autres variétés homogènes (voir [FaG] 
pour les cas des espaces multiprojcctifs). Elle ne s'applique malheureuse- 
ment pas au cas de variétés non-homogènes (qui interviennent fréquemment 
en dimension supérieure). Elle impose par ailleurs d'inconfortables va-et- 
vient entre la dimension 1 et la dimension 2 homogène. Nous proposons ici 
une approche plus canonique mise au point dans [G 1]. 

1.1.1 La construction 

Soit CJ une mesure de probabilité lisse sur X. Comme / est de degré 
topologique A, \~^f*u) est encore une mesure de probabilité lisse sur X. On 
peut donc trouver 7 : X — R, une fonction lisse, telle que 

^ra; = a; + A7. (1.1) 

Nous supposons l'opérateur A normalisé de sorte qu'en coordonnées locales, 
Alog \z\ = £0 soit la masse de Dirac en 0. Observons que 7 est uniquement 
déterminée à une constante additive près (principe du maximum). Lorsque 
uj est la mesure de Haar sur une courbe elliptique X, on obtient en fait 
X~^f*LO = o) et on peut prendre 7 = 0. Lorsque lo est la forme de Fubini- 
Study sur X = P-*^ , on peut prendre 

7(z) = ^log[\P{z)f + \Q{z)f] - ilog[l + \z\% 

où z désigne la coordonnée d'une carte affine C dans laquelle f = P/Q est 
donnée par le quotient de deux polynômes P, Q premiers entre eux, avec 
A = max(deg P, deg Q) . 

Nous considérons à présent les images inverses de l'équation (1.1) par les 
itérés f"^. Une récurrence immédiate donne 

1 ""^ 1 

— (r)*a; = a; + A^^, où := E ° 

3=0 

La suite de fonctions (gn) converge normalement sur X puisque les fonctions 
70/-' sont de même norme uniforme, égale à celle de 7. Il s'ensuit que les 
mesures de probabilité du terme de gauche convergent, au sens faible des 
mesures, vers une mesure limite 

lif-uj + Agf, où gf -=^^1° f- 

j>0 
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1.1.2 Ensemble de Julia 

Observons que la mesure fj,f ne dépend pas du choix de la forme uj : si 
ôj est une autre mesure lisse de probabilité, alors û = cj + Au pour une 
fonction u lisse donc bornée, d'oii 



En particulier, si la suite des itérés (/") est normale dans un ouvert U alors 
/i/ = dans U. En effet on peut supposer que les images f"'^{U), le long 
d'une sous-suite +00, sont toutes incluses dans un petit ouvert V C X. 
Quitte à restreindre U et V, on peut supposer qu'il existe une mesure de 
probabilité lisse ù qui est nulle dans V. Il s'ensuit que 



Réciproquement supposons que la mesure /x/ s'annule dans un ouvert U. On 
obtient, dans cet ouvert. 



oùi/jn '■= A"[y„ ~ 9f] est uniformément bornée. Soit <^ > une fonction lisse 
à support compact dans U et qui vaut 1 sur un ouvert U' légèrement plus 
petit. Il vient 



pour une constante Cu indépendante de n qui tend vers lorsque diam U 

0. La norme des dérivées des fonctions est donc uniformément contrôlée 
dans tout ouvert relativement compact de U. Il s'ensuit que la famille 
(/")neN est normale dans U. 

Rappelons que V ensemble de Fatou de f est le plus grand ouvert de 
X dans lequel la suite des itérés est normale. ensemble de Julia est le 
complémentaire de l'ensemble de Fatou. Nous venons donc de montrer la 

Proposition 1.1 Le support de fj,f coïncide avec l'ensemble de Julia de f. 

1.1.3 Régularité du potentiel 

La régularité du potentiel gf de la mesure ///ne dépend pas de la forme 
a; : si ô; = a; + Au est une autre mesure de probabilité lisse, il vient 




= lim = dans U. 

i—^+oo A"» 





fj,f = ùj + Agf avec gf = gf — u. 
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Lorsque / est un polynôme de degré A > 2 et a; est la forme volume de 
Fubini-Study sur X = F^, le lien entre la fonction d'échappement G/ de / 
(introduite par H.Brolin [Bro]) et le potentiel gj est donné, pour z G C, par 

Gf{z) = ^\og[l + \zf]+gf{z). 

Nous reviendrons sur le cas des polynômes dans la section 1.5. N.Sibony a 
démontré (cf [CG]) que Gj est une fonction Hôldérienne Nous en donnons 
ci-dessous une preuve élémentaire qui s'applique également aux fractions 
rationnelles et illustre l'avantage de travailler directement sur X. 

Proposition 1.2 La fonction Çf est Hôldérienne d'exposant a > 0, pour 
a < ^^^7^, où xtopif) = lim - log sup 

désigne l'exposant de Lyapunov topologique de f. 



Preuve. Soit d une distance sur X et M = sup^-g^ Une récurrence 

immédiate donne pour tous {x, y) G X^ et j G N, 

difx,Py)<M^dix,y). 

Comme 7 est lisse, elle est en particulier Hôldérienne d'exposant a > pour 
tout a < 1. Fixons a < log A/ log M. Alors 

\9fix) - gf{y)\ <Y.^bof{x)-jo f{y)\ < C^d{x, y^, 

où Col = ^j>o M"'^ / < +00. On peut raffiner l'argument précédent pour 
faire intervenir le taux de croissance asymptotique des dérivées en lieu et 
place de M qui n'est dynamiquement pas significatif. □ 

Remarques 1.3 Le caractère Hôldérien de gj a été établi pour les endo- 
morphismes holomorphes de P'^ par J.-Y.Briend et M.Kosek, puis généralisé 
par de nombreux auteurs (voir [S], [DS 1]). La preuve ci-dessus simplifie les 
approches précédentes et permet d'obtenir un contrôle du module de conti- 
nuité de gf pour de nombreux endomorphismes méromorphes (voir [DG]). 
Notons que T.C.Dinh et N.Sibony ont également fait cette observation dans 
[DS 6] (Proposition 2.4). 

Lorsque f = ft dépend holomorphiquement d'un paramètre t, il suffit 
de modifier légèrement la preuve ci-dessus pour montrer que la dépendance 
{x,t) ^ gft{x) est hôldérienne. 

Une conséquence intéressante est que fif ne charge pas les ensembles de 
dimension de Hausdorff plus petite que logA/xtop(/) : 
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Corollaire 1.4 Soit B{p,r) un disque centré en p E X de rayon r > 0. 
Alors 

fif{B{p,r))<r-. 

Preuve. Soit < % < 1 une fonction test telle que % = 1 au voisinage de 
B[p,r) et à support dans B(p,2r). Observons que l'on ne change pas la 
mesure /ij si on retranche une constante à son potentiel gf. On peut donc 
supposer que gfip) = 0. Il résulte alors du théorème de Stokes que, 

Hf{B{p,r)) < / xdHf = 9f^X ^r'^+ sup \gf\ < r", 

J J J B{p,2r) 

en observant que l'explosion en r~^ des dérivées secondes de x est compensée 
par l'aire de 5 (p, r). □ 

Un résultat plus fin de A.Manning [Ma] et F.Przytycki [P] stipule que la 
dimension de la mesure /ij est égal à logA/x(M/)î où x(///) désigne l'expo- 
sant de Lyapunov de Hf (voir section 1.3). 



1.2 Equidistribution des préimages 

La mesure de probabilité limite jif possède des propriétés ergodiques 
remarquables. Il résulte de sa définition que = Xfif- Il s'ensuit que 

fj,f est invariante = /x/) et d'entropie maximale = logA, car de ja- 

cobien constant. Nous reviendrons plus loin sur ces questions d'entropie 
(voir section 2.2). Nous nous intéressons ici au comportement de la suite 
Un = A~"^(/")*z^, lorsque u est une mesure de probabilité quelconque. 



1.2.1 Décroissance des corrélations 

Lorsque i/ a un potentiel continu, le comportement de i/„ est facile à 
étudier. Nous illustrons cette observation en donnant une preuve élémentaire 
de la décroissance exponentielle des corrélations. 



Théorème 1.5 La mesure fif est mélangeante. Plus précisément il existe 
C > telle que pour toutes fonctions test ip, tp, 



/ i'-'po pdjj^f - / ipdiif / i^diif 
Jx Jx Jx 



<C\\4>\\c2\MlooX'''. 



Preuve. Posons c<^ := J^ipd^f et = J^iJjdiJ,f. Quitte à translater et 
dilater ip, on peut supposer ip > et c^ = 1. Comme /x/ a un potentiel 
continu, il en va de même de (pfJ-f. Ces mesures positives ont même masse, 
donc 
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où u^p G R) est uniquement déterminée si on impose sx^px^ip = 0. Il 

résulte de l'ellipticité du Laplacien que la norme de u^p est contrôlée par 
celle de ip : ^ C\\ip\\Loo. En observant que ipof^jjL^ = X~"'{f"')*{(pij,f), 

il vient donc 

/ V -^opdnf - c^c^ = \ {'^|J,X-''{^)*{ip^if) - c^/x/)| 
Jx 

= I (v,A-(rr = |(Av,A-x°r)| 



< 



□ 



Remarque 1.6 La vitesse de mélange pour les endomorphismes de la sphère 
de Riemann a été estimée dans [FS 4]- 

1.2.2 Estimées de volume 

Nous nous intéressons à présent au cas plus difficile où = £a est une 
masse de Dirac en un point x £ X. Nous utilisons pour ce faire des estimées 
de volume. Notre outil principal est l'estimation suivante qui assure que le 
volume d'un borélien quelconque ne décroît pas trop vite sous itération. 

Théorème 1.7 // existe C > tel que pour tout j G N, O C X, 

C 



Vol{fn) > exp 



Vol{n) 

Les volumes sont calculés ici par rapport à une forme volume uj fixée. 

Preuve. On commence par observer que si Q est un borélien, alors /*ln < 
Al^(n), donc pour tout j G N, l/j(n) > A~-'(/-')*ln. Il s'ensuit 

1 f\,.... 1 



Vol(/^JÎ) > ^ J^ifTu^ 



!(/■ 



oii l/'l^ désigne le jacobien (réel) de / par rapport à la forme volume u>. La 
concavité du logarithme implique alors 



Vol(/^0)>^exp 



[Vol(îî) Ja 



Pour minorer cette dernière intégrale, on observe que log \f'\u) est une différence 
de fonctions quasisousharmoniques, en particulier 



log l/'lo; > u, avec it < et dd'^u > —C^lo, 
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pour une constante Ci suffisamment grande. Comme [f^)' = Hj^^ f o f\ on 
obtient 

j-i 

los 



n 



Or la suite de fonctions (A~'uo/') est relativement compacte dans L^{X). En 
effet ui := Cigi + X~^uo est une suite uniformément majorée de fonctions 
Cia;-sousharmoniques telles que 



> — oo. 



On en déduit qu'il existe C2 > telle que 

Vol(/^îî)>^— exp(^-^V 

L'estimée annoncée résulte enfin d'inégalités élémentaires. □ 

Observons que lorsque / est (localement) conjugé à près de 0, alors 
p et le volume de petits disques D centrés à l'origine de rayon r > 0, 

décroît sous itération comme r^^^ = exp(— 2[— logrjA-'). L'estimation du 
Théorème 1.7 est donc essentiellement optimale. 

Remarque 1.8 Les premières estimées de volume ont été mises au point 

dans le cadre des applications birationnelles de pour construire et ca- 
ractériser les courants invariants par la dynamique [BS 1], [F S 1], [DU 1], 
[FaG]. Ces applications sont presque inversibles. J.E.Fomaess et N.Sibony 
ont établi dans [F S 4] des estimées de volume pour les endomorphismes ho- 
lomorphes de P^, dont les ramifications sont plus importantes. C.Favre et 
M.Jonsson ont mené à bien une étude systématique de ces estimées [FJ 1]. 

L'estimation du Théorème 1.7 est tirée de [G2], [G4j, où nous développons 
des estimées moins fines, mais valables dans un contexte plus général. Elles 
sont suffisantes pour un certain nombre d'applications. Nous l'illustrons ici 
en démontrant l'équidistribution des préimages de points non- exceptionnels. 

Soit v une mesure de probabilité sur X. Nous cherchons à savoir sous 
quelle condition la suite de mesures de probabilité Vn = A~"(/")*î^ converge 
vers jif. Soit u G L^{X) un potentiel de v, i.e. 

= a; + Au. 

La fonction u est une fonction quasisousharmonique, i.e. localement différence 
d'une fonction lisse et d'une fonction sousharmonique. En particulier u est 

s. es. donc majorée sur X : quitte à translater n, on supposera dans la suite 
M < 0. Il résulte du Théorème de représentation de Riesz que e^"" G L^{X), 
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pour et > suffisamment petit : il faut choisir a < 2[sup^^x ^{{^})]~^- No- 
tons en particulier que e~"" G L^{X) pour tout a > 0, lorsque u n'a pas 
d'atome. Observons que 

■■= ^(n*^ = ^(n*^ + ^^n, où Un := O 

Montrer que Vn converge vers /if revient ainsi à montrer que Un converge 
vers dans L^{X). Il résulte du caratère quasisousharmonique de u que 
la suite (u„) est relativement compacte dans L^{X) (voir [GZ 1] pour des 
critères de compacité des fonctions qpsh). Considérons, pour e > fixé, 

nf, := {x eX /un< -e}. 

Il suffit de savoir montrer que Vol(ri^) lorsque n —>■ +oo pour conclure 

a Un 

0. On observe que 

nni) = {x^X u{x) < -eX"} . 

Or le volume de l'ensemble de gauche ne décroît pas trop vite grâce aux 
estimées de volume (Théorème 1.7), et celui du membre de droite décroît 
exponentiellemcnt vite : comme e~"" € L^(X), il résulte de l'inégalité de 
Chebyshev que pour tout A < 2[sup^çx ^({^})]^) il existe Ca > tel que 

Vol(u < -eA") < CAexp(-yl£A"). 

En mettant bout à bout ces inégalités, on obtient 

limsupVol(JÎ^) < 

Lorsque u n'a pas d'atome, on peut prendre A arbitrairement grand et 
conclure kvn ^ Hf- En remplaçant u par Un^ dans le raisonnement précédent, 
on obtient la version plus précise : 

flf SSi SUp t'n({ic}) ^ 0. 

xex 

Il reste donc à analyser la partie atomique de la suite fn- Elle est contrôlée 
par le degré topologique local d{f'^, x) de /" au point x via la relation 

Il faut donc contrôler le comportement asymptotique de la suite {d{f"',x)) 
par rapport à A". C'est l'objectif du lemme suivant dont la preuve est laissée 
au lecteur. 
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Lemme/Définition 1.9 On définit l'ensemble des points exceptionnels par 

£f:={xGX/ dif, x) = dif, fix)) = dif, fx) = A}. 

Alors Card{£f) < 2. Plus précisément, 

- soit £f est vide ; 

- soit £f est constitué d'un point ; dans ce cas X = ¥^ et f est conjugue 
à un polynôme par une homographie qui envoie £f sur {00} ; 

- soit £f est consitué de deux points ; dans ce cas X = F'^ et f est 
conjugué à ou par une homographie qui envoie £f sur {0, 00}. 

Il s'avère que £f est le plus grand ensemble fini totalement invariant, 
f~^{£f) = £f (voir [BeM], [CG], [Mi 1] pour ce point de vue plus tradi- 
tionnel). Il résulte de ce qui précède qu'on a le résultat d'équidistribution 
suivant : 

Théorème 1.10 Soit u une mesure de probabilité sur X. Alors 

l^iryu^^if ssi u{£f) = 0. 
En particulier X~^{f"')*Sa — >■ /i/ ssi a n'est pas un point exceptionnel. 

Preuve. L'ensemble £f est totalement invariant : les préimages d'une mesure 
qui a un atome dans ne peuvent donc pas s'équidistribuer selon /if. 

Supposons réciproquement qu'une mesure de probabilité u n'a pas d'atome 
dans £f. Le degré topologique local d{f"',x) = ^^Zodif^f-^x) de /" en un 
point X en lequel a un atome est donc majoré par 7", avec 7 < A. Il 
s'ensuit que sup^.^^ Un{{x}) — 0, donc Un — Hf d'après la discussion qui 
précède le Lemme 1.9. □ 

1.3 Exposant de Lyapunov 

Nous avons construit ci-dessus une mesure fif crgodique dont les po- 
tentiels sont continus. En particulier log^HD/H G L^(fif). Il résulte du 
Théorème ergodique de Birkhoff que pour /ij-presque tout x, la suite n 1— > 

log ll-D/^ll converge vers un nombre x(M/) indépendant de x : c'est l'ex- 
posant de Lyapunov de fif. Comme /x/ est d'entropie log A, l'inégalité de 
Margulis-Ruelle assure [R] que 

x(m/) > ^logA > 0. 

Nous indiquons un peu plus loin une preuve élémentaire et "complexe" de 
cette inégalité due à M.LyTibich. Nous cherchons à savoir pour l'instant s'il 
est possible d'améliorer cette inégalité. 
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Lorsque X = C/A est une courbe elliptique, / est un revêtement étale 
dont on montre aisément qu'il est induit par une application affine z az+b 
qui préserve le réseau A. Il s'ensuit que f*dz = adz et la mesure de Lebesgue 
H = ^dz A dz est de jacobien constant, = |ap/x, avec |a|^ = A : on a 
donc n = Hf. Observons également que / est de différentielle constante, 
Dxf = ald, donc 

dans ce cas. Comme / commute avec l'involution a : x h^—x, elle induit un 
endomorphismc de degré A sur le quotient X/(fr) ~ P^. Un tel endomorphisme 
de la sphère de Riemann est un exemple de Lattes. 

Les endomorphismes de la sphère de Riemann X = sont les fractions 
rationnelles f = P/Q où P,Q sont des polynômes sans facteur commun 
dont les degrés vérifient max(deg P, deg Q) = A. Lorsque / est un exemple 
de Lattès, la mesure /if est absolument continue par rapport à la mesure de 
Lebesgue et on obtient xil^f) = ^logA. On ne peut donc pas, en général, 
améliorer la minoration de l'exposant de Lyapunov de Hf. Il résulte cepen- 
dant des travaux de F.Ledrappier [L] et A.Zdunik [Z] que cette égalité ne se 
produit que lorsque / est un exemple de Lattès. Il est donc naturel d'étudier 
comment xil^f) varie lorsque l'on fait bouger / dans l'espace des paramètres. 

Soit {ft)teM une famille holomorphe d'endomorphismes de de degré 
A > 2, où M désigne une variété complexe. Rappelons que la fonction de 
Green dynamique de ft est 

9tix) := ^^7to//(x), 

j>0 

où 7t G {X, R) est déterminé de façon unique par 

= uj + Ajt et / 7ta; = 0. 
A Jpi 

Notons que {x,t) i— > gt{x) est une fonction Hôldérienne (voir Remarques 
1.3). On note fit = + Agt la mesure d'entropie maximale de ft, et 

X{t)= [ log\fl\di^t 

l'exposant de Lyapunov de {ft,fJ,t)- 

Le point de vue potentialiste permet de donner une preuve élémentaire 
du résultat suivant -qui améliore le Théorème B de R.Manê [Mn]. 

Proposition 1.11 L'exposant xit) est une fonction plurisousharmonique 
et hôldérienne de t. 
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Notons que la régularité hôldérienne de l'exposant de Lyapunov peut être 
également vue comme une conséquence d'une formule explicite de G.Bassanelli 
et F.Berteloot [BaBe], valable en toute dimension. Le caractère psh est 
démontré dans un cadre plus général par T.C.Dinh et N.Sibony (voir Pro- 
position 3.8.3 dans [DS 1]), en suivant l'approche de E.Bedford et J.Smillie 
(voir Théorème 5.5 dans [BS 2]). 

Preuve. On intègre par parties pour obtenir 

X{t)= [ log|/;|u;+ Yl 9t{ct), 

où les ct désignent les points critiques de /(. La première somme est une 
fonction lisse de t. Comme {x,t) gt{x) est hôldérienne, et comme la 
seconde somme est une fonction symétrique des points critiques, racines de 
l'équation algébrique //(x) = 0, on obtient la continuité annoncée. 

La plurisousharmonicité provient de ce que x ^st limite uniforme de la 
suite de fonctions psh 

xn{t) = j^^ log = ^ lun*{iog m . u. 

La convergence résulte de ce que Alog|//| peut s'exprimer comme une 
différence de deux mesures de Radon positives, ainsi 

< C\\gt — 5n,t||L°°(Pi)- 

□ 

Il est intéressant d'étudier les propriétés des courants positifs (dd'^'xy , 
1 < j < dimc M. Le fait que t ^ xi^) soit plurisousharmonique et atteigne 
un minimum aux valeurs de t pour lesquelles ft est un exemple de Lattès 
montre que ceux-ci jouent un rôle spécial dans l'espace des paramètres. Nous 
renvoyons le lecteur à [DeM], [BaBe], [DuF] pour quelques résultats dans 
cette direction. 

1.4 L'approche de Lyubich 

M.Lyubich a le premier donné une construction de la mesure d'entropie 
maximale pour les endomorphismes rationnels / de ([Ly]) voir également 
[FLM]). Son approche consiste à étudier les branches inverses de /" pour en 
déduire des propriétés de l'opérateur de Ruelle 

Rf : CO(pi) ^ CO(pi) 



\xit)-Xn{t)\ 



[ A\og\fl\-{gt-gn,t) 
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Etudier le comportement de la suite d'opérateurs A^"(/")*(-) sur les mesures 
revient en effet, par dualité, à itérer l'opérateur Rf. Bien que la construction 
de due à M.Lyubich soit techniquement plus compliquée que celle donnée 
plus haut, son étude des branches inverses lui permet de montrer que 

- > èlogA > 0; 

- les points répulsifs s'équidistribucnt selon fij ; 

- fXf est l'unique mesure d'entropie maximale. 

Nous allons esquisser les preuves de ces résultats qui reposent toutes sur le 
lemme suivant : 

Lemme 1.12 Soit Cf l'ensemble critique de f. Soit e > 0. Il existe l = le & 
N tel que pour tout n > l et pour tout disque D qui évite Uj^-^f^{Cf), on 
peut construire (1 — £)A" branches inverses de /" sur D avec 

diamif-^'D) < C^X"''^'^. 

Nous démontrons le lemme un peu plus loin et commençons par en tirer 
les conséquences annoncées. 

Exposant de Lyapunov. Soit x G X\Uj>of^ (Cf). C'est un point générique 
pour Hf. On peut considérer des branches inverses /""" de /" sur un petit 
disque D{x, e). Comme le diamètre de ff^D(x, e) décroît en A"**/^, il résulte 
des inégalités de Cauchy que 



i(n'(x-")i 



> 



a 



e 



on désigne l'une des préimages de x. Notons x~^, . . . , x~'^ une préhistoire 
générique de x choisie parmi les (1 — e)A" prcimages construites dans le 
Lemme 1.12. Il résulte du Théorème de Birkhoff que 

n-l 

x(m/) = lim - V log \f'ix-')\ = lim - log |(r)'(x-)| > - log A. 

i=0 

Points répulsifs. Rappelons qu'il y a A" + 1 points périodiques d'ordre 
< n, comptés avec multiplicité. Cela résulte de la formule des points fixes 
de Lefschetz (voir section 2.3). On peut également s'en convaincre ici par 
un calcul élémentaire : si par exemple / = P/Q est un endomorphisme de 
P-"^, on peut supposer que l'infini n'est pas un point fixe -quitte à conjuguer 
par une transformation de Moebius- pour une carte affine C. Cela revient à 
dire que le polynôme Q est de degré A. Les points périodiques d'ordre < n 
sont alors les solutions dans C de l'équation polynomiale f"'{z) = z qui est 
de degré A" + 1. On montre (voir [CG]) que tous les points périodiques -sauf 
un nombre fini d'entre eux- sont de type répulsif. Considérons 

f"'X=x, X répulsif 
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et soit V une valeur d'adhérence de v. Alors v est une mesure de probabilité 
sur X dont nous allons montrer qu'elle coïncide avec /«/■ Il suffit de montrer 
que lJif{D) < i^(-D), pour tout petit disque D = D{x,r). 

Soit D un tel disque. Comme ne charge pas l'ensemble postcritique 
Uj>of^{Cf), on peut supposer que D ne rencontre pas U^-^^/-'(C/) et appli- 
quer le Lemme 1.12. On note les petits disques images de D par les 
branches inverses de Soit D' un disque légèrement plus petit que D. 
Comme nj est mélangeante, on obtient pour n assez grand, 

(1-£)A" 

1=1 

Or soit D'^TiD' = ij}, soit -Dj"" est relativement compact dans D car D~"' a 
un petit diamètre. Dans ce dernier cas /~" est une contraction de D dans lui 
même et produit donc un point périodique répulsif d'ordre < n. On obtient 
ainsi 

^Ki?r" n D') < f,f{D7^^) ■ AV„(i?r") = ^^f{D)MDn 

car ij,f est de jacobien constant et /" est injective sur D^"'. Comme les D~"' 
que nous considérons sont deux à deux disjoints et tous inclus dans D, il 
vient 

d'oii le résultat. 

Unicité. Soit u une mesure invariante ergodique d'entropie positive. Obser- 
vons que v ne charge pas les points, en particulier = 0. Il résulte du 
Théorème 1.8 que soit u = ij,f, soit j*v \v. 

Supposons que v n'est pas de jacobien constant. On construit alors un 
ouvert U plein (i.e. viJJ^ = Vol(C/) = 1), simplement connexe de X \ f{Cf) 
dont les préimages U\, . . . ,U\ = f~^{U) vérifient l'iUi) > • • • > y{U\). 

On peut alors coder la dynamique de / sur son graphe itéré grâce à la 
partition . . . ,U\ et montrer que hi,{f) < log A. Nous renvoyons le lecteur 
à [Ly], [BrD 2] pour une preuve détaillée de ce dernier point qui assure que 
II f est l'unique mesure d'entropie maximale. 

Preuve du Lemme 1.12. On note r le nombre de valeurs critiques de / et 
Vi := yJj^^f^ {Cf). Soit D un disque qui évite Vi. L'entier / sera spécifié plus 
loin en fonction de e > qui est fixé par l'énoncé du lemme. 

On construit des branches inverses de /" par récurrence : comme D 
évite les valeurs critiques Vi de est un revêtement étale de degré A' en 

restriction à et on peut donc construire des branches inverses f^^,..., f~i 
de /' sur D d'images disjointes D^^ . Si D^^ ne rencontre pas les valeurs 
critiques de /, on peut fabriquer A branches inverses de / sur D^^ qui 
définissent A branches inverses de /'+^ sur D. Or il y a au plus r disques 
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qui rencontrent Vi. Si on jette ces r disques (éventuels), on obtient ainsi 
A'+i(l - r/A'+i) branches inverses de / + sur D. Une récurrence montre 
alors que pour tout n > I + 1, on peut construire au moins 

> A"[l-£/2] 

branches inverses de /" sur D si l'on fixe / = assez grand pour que 
tA-7(1 - 1/A) < e/2. 

On veut à présent contrôler le diamètre des images Observons que 

(l-£/2)A" 

Aire(L>-") < Aire(X) = 1, 

i=l 

si on calcule l'aire par rapport à une forme volume normalisée. Il s'ensuit 
qu'au moins (1 — £)A" des disques D^"^ ont une aire qui vérifie 

Aire(L'r") < ^A"". 

On en déduit un contrôle des diamètres : quitte à réduire légèrement Z?, 
on peut supposer qu'on contrôle en fait l'aire de disques légèrement plus 
grands D^"^ = ff'^{D), où D est relativement compact dans D. Le module 
des anneaux D^'" \ étant constant, égal à mod{D \D), on obtient 

diam(Dr-) < [Aire(4r")]i/2 < ^-n/2_ 

Nous renvoyons le lecteur à l'Appendice de [BrD 2] pour plus de détails sur 
cette estimation aire-diamètre. □ 

Notons qu'on peut se passer de cette estimation aire-diamètre en dimen- 
sion 1 : il résulte en effet du Théorème de Koebe que le contrôle de l'aire des 
D^^ suffit à contrôler les dérivées (a?) et conduit ainsi à la minoration 

de l'exposant de Lyapunov. Pour le mélange, on a juste besoin de savoir 
que le diamètre des converge vers 0, ce qui se voit facilement par un 

argument de familles normales. Nous avons néanmoins indiqué cette estima- 
tion due à J.-Y.Briend et J.Duval [BrD 2] (et qui ne figure pas dans [Ly]), 
car c'est un argument crucial en dimension supérieure où l'on ne dispose 
pas du Théorème de Koebe. Comme on l'aura compris, toutes les preuves 
proposées dans cette première partie sont modelées pour pouvoir s'adapter 
directement en dimension supérieure. 

1.5 Le cas des polynômes 

Nous interprétons ici les objets introduits jusqu'à présent lorsque / est 
un polynôme de degré A > 2. Quitte à conjuguer / par un automorphisme 



A" 



Xi+i 



T 



25 



z az + b convenablement choisi, on peut toujours supposer - et nous le 
ferons - que / est centré, unitaire, i.e. 

f{z) = z^ + ax-2Z^~^ + • • • + ao, 

où {ao,...,ax-2) e C^~^- 

Observons que le point oo à l'infini joue un rôle spécial ici : c'est un 
point fixe superattractif (/'(oo) = 0) qui est totalement invariant : oo G £f. 
Il s'ensuit que si z G C, soit l'orbite (/"'-z)neN de z est une suite bornée, 
soit elle converge vers oo. Notons B{oo) le bassin d'attraction (dans C) de 
l'infini et 

Kf:=C\ B{oo) = {zeC/ {rz)nen est bornée }. 

L'ensemble Kf est appelé ensemble de Julia rempli. Cette terminologie est 
justifiée par l'observation suivante. 

Lemme 1.13 L'ensemble Kf est un compact simplement connexe dont le 
bord coïncide avec l'ensemble de Julia Jf. 

Preuve. Rappelons que jif = u) + A.gf, oii gj = ^ A~-^7 o et 7 est solution 
de l'équation A~^/*a; = u + Aj. La forme de Fubini-Study u est donnée par 
log[l + Izp] dans C. Posons 

Gf{z) = ^\og[l + \z\']+gf{z). 

C'est une fonction sousharmonique et continue dans C telle que AGf = /i/- 
Si l'on choisit - comme nous l'avons implicitement fait dans le paragraphe 
l.Ll - j{z) = ^ log[l + |/(z)|2] - 1 log[l + on obtient 

En particulier G/ > 0, 

{Gf = 0) = Kf et (G/ > 0) = i3(oo). 

Il s'ensuit que Kf est un compact et Jf = Supp/i/ C dKf (par la Propo- 
sition 1.1, car Gf = dans l'intérieur de Kf et Gf = lim A~"log |/"| est 
harmonique dans ;B(oo)). Or G/ ne peut pas être harmonique en un point 
p G dKf par le principe du minimum, donc Jf = dKf. 

Enfin il résulte du principe du maximum que ;S(oo) est connexe, donc 
Kf est simplement connexe. □ 

L'ensemble Kf est donc constitué de Jf et de ses trous (composantes 
connexes bornées de C \ Jf). La fonction Gf{z) = gf{z) + ^log[l + 
introduite par H.Brolin [Bro], possède de nombreuses propriétés. Son inva- 
riance Gf o f = XGf reflète l'invariance de la mesure fif, f*fJ.f = ^^jJif, qu'on 
appelle parfois mesure de Green en raison de l'interprétation suivante. 
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Proposition 1.14 La fonction Gf est la fonction de Green du compact Kf 
avec pôle à l'infini. Elle admet le développement asymptotique 

Gf{z) = \og\z\ + o{l). 

En particulier Kf est de capacité logarithmique égale à 1. 

La preuve est une conséquence immédiate de ce que Gf >0 est harmo- 
nique dans C\Kf = B{oo) et nulle sur Kf. Le développement asymptotique 
provient de ce que nous avons pris / unitaire. Il assure également que Gf 
coïncide avec le potentiel logarithmique de fXf, 



Vf,f{z) = / \og\z-w\dnf{w). 
Je 



En effet AG/ = AF^^ = Hf, donc Gf — V^^ est une fonction harmo- 
nique à croissance logarithmique dans C : c'est donc une constante qui vaut 
zéro puisque ces deux fonctions ont le même développement asymptotique, 
Gf{z)=\og\z\ + o{l) = V^^{z). 

Exemples 1.15 

1) Si f{z) = z'*' alors Gf{z) = log"*" \z\ := max(log |z|, 1). L'ensemble Kf 
est le disque unité fermé et fj,f est la mesure de Lebesgue normalisée sur le 
cercle unité . 

2) Le polynôme de Tchehychev g{z) = z'^ — 2 est semi-conjugué au po- 
lynôme f{z) = z^ par l'application $(^) =2; + ^jz, via 50$ = $0/. On en 
déduit que Kg = Jg est l'intervalle [—2,2] et 



Gg{z) = max log 



;log 



Notons en particulier que G g est Hôldérienne d'exposant 1/2 (mais pas plus) 
et Xtopig) = log 4 puisque g'{2) = 4, g{2) =2 et supj^ l^'l = 4. La régularité 
obtenue à la Proposition 1.2 est donc optimale. 

L'exposant de Lyapunov xil^f) d'un polynôme / par rapport à la mesure 
d'entropie maximale /i/ s'exprime simplement en fonction de la fonction G/, 
comme l'ont observé A.Manning [Ma] et F.Przytycki [P]. 

Proposition 1.16 Soit f un polynôme unitaire de degré A > 2. Alors 

x(M/) = logA+ Yl Gf{c). 

/'(c)=0 
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Preuve. Il résulte du Théorème ergodique de Birkhofï que 

Xifif) = / log \f'\dnf. 
Je 

Or f'(z) = Xn.^^^(z—Ci), où les Cj sont les points critiques de /, i.e. les points 
c G C tels que /'(c) = 0. Comme Gf coïncide avec le potentiel logarithmique 
de (voir la discussion qui précède les Exemples 1.15), il vient 

x(/x/) = logA+ log \z - c\diif{z) = log X+ Gf{c). 

f'{c)=o-^ /'(c)=0 

□ 

Lorsque l'ensemble de Julia est connexe (i.e. lorsque tous les points cri- 
tiques sont dans Kf, voir [CG]), on obtient x(m/) = log A. Il y a donc en 

général un décalage entre l'exposant de Lyapunov mesurable xil^f) ^t l'ex- 
posant de Lyapunov topologique Xtopif), qui oscille dans ce cas entre log A 
et 2 log A (voir [Buf 1]). 
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Chapitre 2 

Invariants numériques 



Dans toute la suite X désigne une variété kâhlérienne compacte de di- 
mension k munie d'une forme de Kàhler uj, f : X ^ X désigne un endomor- 
phisme méromorphe dominant, et on note // l'ensemble d'indétermination 
de / : c'est un sous-ensemble analytique de X de codimension au moins 
deux, constitué des points en lesquels / n'est pas continu. 

2.1 Degrés dynamiques 

Etant donnée une forme différentielle lisse sur X, on définit son image 
inverse f*6 par / de la façon suivante : soit C X X X le graphe de /, et 
soit Vf une désingularisation de Fj. On a un diagramme commutatif 

TTl 1^2 

/ \ 
X X 

oii 7ri,7r2 sont des applications holomorphes. On pose j*d := (7ri)*(7r20), oii 
l'on pousse la forme lisse 'k\Q par vri au sens des courants. De façon analogue, 
on définit l'image directe de Q par 

On vérifie aisément que ces définitions ne dépendent pas du choix de la 
désingularisation de Fj. Observons que les opérations /*,/* préservent les 
degrés, les bidegrés, le caractère réel et les bords ; elles induisent donc des 
actions linéaires sur les espaces de cohomologie M). 

Définition 2.1 Pour < l < k, on note ri{f) le rayon spectral de l'action 
linéaire f* : H^'\X,R) H^'\X,R) et on pose 

piif) :=liminf[n(r)]'/r 

n— >+oo 

C'est le rayon spectral dynamique d'ordre l de f . 
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Notons que ri{f^) 7^ ri{f)'^ en général -sauf bien sûr pour les cndo- 
morphismcs holomor plies. C'est cette observation qui a poussé S.Friedland 
à introduire les degrés pi{f) dans [Fr] : ceux-ci vérifient pi{f^) = [pi{f)]^, 
pour tout n G N. 

On peut bien sûr introduire des quantités analogues -notons les ri{f^:), 
Plif*)- correspondant aux actions linéaires induites par f^,. Il résulte de la 
définition que ces actions /*, sont adjointes l'une de l'autre pour la forme 
d'intersection sur X, i.e. 

pour toutes formes lisses fermées 0, rj de degrés complémentaires. On en 
déduit que = rk-iif) et pi{f^) = Pk-i{f)- 

Observons que iï°'°(X,M) ~ R (fonctions constantes) et ii''^'*^ (X, R) ~ 
M. L'opérateur /* agit sur le premier par multiplication par la constante 1 = 
^o(/) = Poif)i et sur le deuxième par multiplication par le degré topologique 
(nombre de préimages par / d'un point générique). On a donc toujours 
rkif) = Pkif) et pkif) est le degré topologique de /. 

Exemple 2.2 Lorsque X = P*^, tous les espaces de cohomologie if'''(P'^,R) 
sont de dimension 1 et f* agit par multiplication par la constante ri{f) qui 
admet dans ce cas une interprétation algébro-géométrique, 

fl{f) = deg(/~^L), L un sous-espace linéaire générique de codimension l, 

comme l'ont montré A.Russakovskii et B.Shiffman [RS]. La constante ri(/) 
est dans ce cas le degré des polynômes homogènes premiers entre eux inter- 
venant dans l'écriture de f en coordonnées homogènes. 

Il y a d'autres actions linéaires auxquelles on peut s'intéresser, par exemple 
l'action linéaire induite par f*,f* sur les espaces HP'''(X,M.), p ^ q. C'est 
légitime si l'on souhaite estimer le nombre de points périodiques de / en 
utilisant la formule de Lefschetz (voir section 2.3.1). Celle-ci fait intervenir 
la trace des operateurs /* sur tous les espaces de deRham iî* {X, R) . Puisque 
X est kàhlérienne, ils se décomposent canoniquement (Théorème de Hodge) , 

W{X,R)= HP''i{X,R). 

p+q=i 

Lorsque X est projective, on peut au contraire se restreindre à la par- 
tie algébrique des espaces en ne considérant que le sous-espace H^'J^ {X, R) 

(stable par f*,f*) engendré par les cycles algébriques, On notera rf^{f) le 
rayon spectral de la restriction de /* à ce sous-espace invariant, et pf^{f) 
le degré dynamique correspondant. 

Il est très utile d'avoir une description analytique du comportement 
asymptotique des opérateurs {/"')*,{/"')*■ Nous avons introduit dans [G 5] 
les "degrés" ôi{f,oj) := J^^j f*u>^ et leur version dynamique : 
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Définition 2.3 Le degré dynamique d'ordre l est 

l/n 



\l{f) = liminf 



Au''''- 



Il est clair que A/(/) ne dépend pas du choix de la forme de Kàhler eu. 
Le lien entre ces différentes notions est fourni par le résultat suivant. 

Théorème 2.4 Pour tout < l < k, on a Xi(f) = Pi{f)- En particulier 
Pl{f) = pf^if) lorsque X est projective. De plus, 

(a) Pour tout 1 < l < k, on a 

l<\i+i{f)Xi-i{f)<[Xiif)f. 

(b) Si g : X' ^ X' est un endomorphisme méromorphe dominant d'une 
variété kàhlérienne compacte X' de dimension k' , alors le produit direct 
f X g : X X X' ^ X X X' vérifie 

Hf X f) = max A.(/)Aj(5), 

i+j=l 

pour tout l G [0, A: + k'] . 

(c) Il existe C > telle que pour tout n G N et p,q £ [0, k], on a 

Ces assertions sont pour la plupart démontrées dans [G 5]. Nous en 
donnons ici une preuve légèrement simplifiée. 

Preuve. On va montrer qu'il existe C > 1 telle que pour tout n G N, 

^ii(/Tii<<^Kr,^)<cii(rrii (2.1) 

pour une norme || • || arbitraire sur M). L'égalité pi{f) = Xi{f) en 

résulte immédiatement. Soit («j) une base de H'''(X,'R). On peut la choisir 
de sorte que les classes ai soient représentées par des (Z,Z) -formes lisses 
fermées positives, et avec ai = {J}. Fixons Cl > une constante telle que 
la classe Ci {a;'} domine toutes les classes ai, c'est à dire que la différence 
peut être représentée par la classe d'un courant positif. 

Soit à présent Pj G H''~'''''~'{X,R) les éléments de la base duale de (aj) 
pour la forme d'intersection (dualité de Serre). Il vient, pour tout n G N, 

((rr«.,/3,) = aS;\ 

oîi les a^J^ sont les coefficients de la matrice représentant (/")* dans la base 
(ai). Soit C2 > une constante telle que la classe C2{w'^~'} domine toutes 
les classes ib/3j. Il vient 

((/")*«„ ±/3,) < C2((r)*a„u;'=-') < CiC^ôiir,^), 
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d'où l'inégalité IK/'*)*!! < C(5;(/",a;). Pour l'inégalité réciproque, on ob- 
serve, puisque ai = {o;^}, que 

ôi{r,u;) = 5^aS;^)(a,-,a;'=-') < |aS;)| • |(a,-,a;'=-')| < C||(r)*||. 

j 3 

Lorsque X est projective, on peut choisir une forme lo dont la classe est 
entière (classe de Hodgc). Le raisonnement précédent s'applique au sous- 
espace stable engendre par les cycles algébriques et montre que A;(/) = 

Les inégalités (a) sont des conséquences des inégalités mixtes de Teissier- 
Hovanskii qui assurent oj) < [6i{f^uj)Y (voir [G 5]). Ces 

inégalités peuvent s'interpréter comme des propriétés de concavité de la 
fonction l ^ \og 5i{f,u)) (voir [Gr 2]). Comme \k{f ) > 1; on en déduit que 
Aj(/) > 1 pour tout j G [1, A;]. 

Pour établir (b), on fixe une forme de Kâhler ^(x^x') = u{x) +uj'ix') 
sur le produit X x X' . Un calcul élémentaire donne 

i+j=i 

où h désigne l'cndomorphisme produit {f.g). L'cgalitc s'ensuit. 

Observons que (c) est une conséquence de (2.1) lorsque p = q. Lorsque 
p q, on peut s'y ramener en travaillant dans X'^ avec l'endomorphisme 
produit h = (fj). En effet si a G ifP'^(X,M) alors a{x) A a{x') définit 
une classe de bidcgrc (p + q,p + q) dans X^. Estimer la norme de (/i")* sur 
une telle classe revient à estimer le carré de la norme de (/")* agissant sur 
HP'i{X,R). Le calcul fait pour démontrer (b) donne ainsi 

- 2 

Cmax(5j(/",a;) . 

j 

□ 

Notons qu'on peut raffiner l'estimation 2.4. c et montrer 

\\inm.HXM)\\'^CÔj,ir,u;)6,ir,u;). 
Ce contrôle plus précis est dû à T.C.Dinh (Proposition 5.8 dans [Di 1]). 

Onnotei7;';^^(X,M) le cône des classes pseudoeffectives (i.e. représentables 

par un courant positif fermé) , et h''^^^{X, M) le cône des classes nef, adhérence 
du cône des classes strictement positives (i.e. représentables par une forme 
lisse fermée qui domine un multiple de a;') : c'est le cône dual de H^~Jj''~\x, R) 
Ce sont des cônes stricts, i.e. ils ne contiennent aucune droite réelle. 

Lorsque l'un de ces cônes est invariant par /*, il résulte du Théorème de 
Perron- Frobenius qu'il contient une classe qui est un vecteur propre associé à 
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la plus grande valeur propre de /* : if'''(X, M) //'''(X, R). En particulier 
ri{f) est une valeur propre de /*. Cela a des conséquences particulièrement 
intéressantes sur le spectre et la dynamique de /*, comme nous le verrons 
dans la section 4.2. 

Le cône H^'^^j:{X,M.) est toujours préservé par /* et Cela résulte 
de ce qu'on a une bonne définition de l'image inverse par / (et de l'image 
directe) de n'importe quel courant positif fermé de bidegré (1, 1) : tout se 
passe comme si / était holomorphe, car l'ensemble d'indétermination est de 
codimension > 2 : c'est donc un ensemble négligeable pour les courants de 
bidegré (1,1). Nous verrons dans la section 4.2 que le cône H^^'^j,{X,M.) est 
également préservé par /*,/* lorsque X est de dimension 2. Ce n'est pas 
vrai en dimension supérieure pour des applications méromorphes, comme le 
montre l'exemple suivant qui nous a été communiqué par L.Bonavero. 

Exemple 2.5 Soit ^ : — l'involution donnée en coordonnées ho- 
mogènes par g[zo : zi : Z2 : Zs] = [I/zq : 1/zi : l/z2 : l/^a] = [Z1Z2Z3 : 
••• : zqZiZ2]. C'est un endomorphisme birationnel (i.e. de degré topologique 
fsif) = '^3(7) = ^) de P^. Son ensemble d'indétermination est 

Soit Lo la forme de Fuhini-Study sur P^, on vérifie aisément que 

riU) = Si{f,u) = 3 et r^{f) = Si{f) = 1, donc Ai(/) = 1. 

Comme f = f"^, il vient également X2{f) = Xi{f~^) = 1- 

Soit vr : X ^ P^ l'éclatement de P^ aux quatre points toriques po = [1 ^ 
: : 0], pi = [0 : 1 : : 0], P2 = [0 : : 1 : 0], P3 = [0 : : : 1]. On note 
Ei = TT^^ipi) les diviseurs exceptionnels. Soit f : X —>■ X l' endomorphisme 
méromorphe induit par g. On note = (zj = 0) l'hyperplan de P^ passant 
par les trois points pj, j 7^ i, et H[ sa transformée stricte par ir, 

H[ = 'K*H,-Y,Ej- 

Comme g{pi) = H^, on obtient 

f*Hi = Ei et f*Ei = H[. 
Soit D = 7r*HQ. C'est un diviseur nef (il est même semi-positif), et pourtant 

rD = Eo + H[+H'^ + H'^ 

n'est pas nef. Soit en effet L la droite passant par les points P3,P4: et L' sa 
transformée stricte. On calcule 

f*D ■ L' = {3Tr*H -3Eo-2^Ej) ■ L' = 3-2-2 = -1. 
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Le cône H^'^jr{X,'R) n'est donc pas préservé par /*. Comme c'est le cône 
dual de H'^'^^jr{X, R), cela montre également que ce dernier n'est pas préservé 
parU = {f-^r. 

Nous verrons plus loin qu'il est utile d'effectuer des changements de coor- 
données biméromorphcs pour analyser la dynamique. Il faut donc s'intéresser 
à l'invariance des degrés dynamiques sous conjugaison biméromorphe. 

Observons tout d'abord que l'on peut définir des degrés a;^, a;y) 
lorsque f : X ^ Y est une application méromorphe entre deux variétéss 
kàhlériennes compactes de même dimension k par 

ôi{f,cox,coY)-= r^i^Aw^-'. 

JX\If 

Ici 0Jx,i^Y désignent deux formes de Kâhler sur X,Y respectivement. On a 
alors l'estimation suivante due à T.C.Dinh et N.Sibony [DS 3,4]. 

Proposition 2.6 Soit X, Y, Z trois variétés kàhlériennes compactes de même 
dimension k, munies de formes de Kàhler lox,ijJy,(^z- H existe C > telle 
que pour tout endomorphisme f : X ^ Y , g : Y ^ Z et pour tout < l < k, 

àl{go f,U)x,U)z) < Côi{g,UJY,U)z)ôl{f,U)x,U)Y). 

Esquisse de preuve. Lorsque Z = 1, la démonstration est simplifiée grâce 
à l'observation suivante : f*{g*u;z) est un (1, l)-courant positif fermé bien 
défini qui coïncide avec {go f)*ujz hors d'une hypersurface. Or [go f)*ujz ne 
charge pas les hypersurfaces (c'est localement une forme à coefficients L\^^, 
on a donc {g o f)*u>z < f*{g*^z)- H s'ensuit que 

h{g o f,ux,iOz) < [ rig*ujz) A = / g*ujz A /*(a;^-^) 

JX JY 

< C'Ilf/fi.ill • < C'ôi{g,UY,u}z)Si{f,ujx,(^Y), 

en utilisant les inégalités (2.1). 

Lorsque Z > 2, la définition de f*{g*u>^^) pose problème et l'argument 
précédent doit être modifié. Observons que 6k est le degré topologiquc qui se 
comporte très bien par composition. Cela règle le cas de la dimension deux. 
Lorsque X est de dimension 3, on peut utiliser la dualité /*, et travailler 
en bidegré (1,1) avec /* (voir paragraphe 1 dans [G 5]). Pour traiter le 
cas général {2 < l < k — 2, donc k = dimcX > 4), il faut savoir régulariser 
convenablement le courant positiî g*ujz comme l'ont observé A.Russakovskii 
et B.Shifïman [RS] qui démontrent la Proposition 2.6 lorsque X = : 
dans ce cas on sait régulariser sans perte de positivité car Aut{F'') agit 
transitivement sur P'^. Lorsque la variété X n'est pas homogène, T.C.Dinh 
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et N.Sibony ont montré [DS 3,4] qu'on peut régulariser avec perte uniforme 
de positivité : cela permet de conclure (voir e.g. Lemme 4 dans [DS 3]). □ 

Le point important est que la constante C ne dépend ni de /, ni de g. Si 
on applique cette estimation k X = Y = Z , uj = lox = = ^z-, lorsque / 
et g sont les itérés d'un même endomorphisme (que nous notons à nouveau 
/), on obtient pour tout n,m G N, 

ôi{r^^,u)<c5i{r,uj)5i{r,^)- 

Autrement dit la suite n ^ 5i{f^^uj) est quasi-sousmultiplicative : la limite 
inférieure dans la définition 2.3 est donc en fait une limite (et un infimum). 
Voici une autre application de la Proposition 2.6. 

Corollaire 2.7 Les degrés dynamiques sont invariants par conjugaison bi- 
méromorphe. 



Preuve. On considère $ : X — ^ X une application biméromophe et / : 
X X l'endomorphisme induit par /, <î> sur X . Fixons uj,ù) deux formes de 
Kâhler sur X,X. Il résulte d'une double application de la Proposition 2.6 
que 

On peut remplacer /, / par f"',f"' dans l'inégalité précédente sans changer 
la valeur des constantes, d'oii A;(/) < A;(/). Il sufHt enfin d'interchanger les 
rôles de /, (resp. $~^) pour conclure. □ 



2.2 Entropies 

2.2.1 Entropie topologique 

Soit f : X ^ X une application que l'on suppose dans un premier temps 
holomorphe. Alors / est en particulier un endomorphisme continu de X. On 
peut définir son entropie topologique à la Bowen (voir [Bo] et [Dina]) de la 
façon suivante, 

hf°^ (/) •= sup lim sup log max {jjF / F ensemble {N, £)-séparé} . 

£>0 AT^+oo A/ 

Rappelons qu'un ensemble F est dit (A^, e)-séparé si d]\f{x, y) > e, pour tout 
couple de points distincts (x,y) de F, où 

dN{x,y) := niax d{f{x),f{y)), 

0<j<N—l 

pour une distance d fixée sur X. La définition ne dépend du choix de la dis- 
tance que dans une moindre mesure : deux distances équivalentes conduisent 
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à la même valeur de l'entropie. Dans notre contexte, nous choisissons la dis- 
tance associée à une métrique kàhlcricnnc sur X ; la valeur de l'entropie ne 
dépend donc pas du choix particulier de cette métrique. 

Une approche alternative -inspirée des travaux de M.Gromov [Gr 1]- est 
de considérer l'entropie du graphe itéré de /, 

rf := |x = (x„)„6N e / Xn+i = f{xn) pour tout n G n| , 

sur lequel / agit comme un décalage unilatéral /. On obtient ainsi un endo- 
morphisme continu / de l'espace topologique TJ^ qui est compact (pour la 
topologie produit), et on pose 

:=^top(/). 

M.Gromov a montré dans [Gr 1] que ces deux notions coïncident et que 

l'entropie du graphe itéré peut s'estimer en cohomologie grâce au taux de 
croissance asymptotique du volume des graphes itérés Vj, 

lov(/) := limsup^logVol(rf). 

Théorème 2.8 (Gromov) 

htopif) < lov{f) = maxlogAj(/). 

3 

Esquisse de preuve. Rappelons que Fj', le graphe d'ordre N de /, est le 
sous-ensemble analytique irréductible de dimension k dans , défini par 

rf := {(xo, . . . , XN-i) ex"" /xi = fix), 0<i<N-l}. 

Notons TTj : X^ X la projection sur le facteur et := X^^g^ tt^o; la 
forme de Kàhler induite sur X^. Alors 

La preuve repose sur les deux observations suivantes : 

1. Si F est un ensemble (A^, e)-séparé dans ^If pour la distance d associée 
à uj, alors F/v := {{x, f{x), . . . , f^~^{x)) G X^ / x G F} est un en- 
semble (l,e)-séparé dans L-f pour la distance djy associée à lon- Les 
boules B(ij^{y,e/2) sont donc disjointes pour y G Fn, ce qui garantit 

BF- min / [rf]Aa;^< / [rf]Au^%. 
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2. Le volume d'une boule centrée en un point y de est minoré indépen- 
damment de N et de y. Plus précisément il existe C = C{X,lo) > et 
£o > tels que si < e < et y £ , alors 



Ib, 



C'est l'observation désormais classique de P.Lelong qui permet de 
définir le nombre de Lelong d'un courant positif fermé de bidimen- 
sion (/c, k) (ici le courant d'intégration sur F^). 

Il reste à calculer effectivement l'invariant lov(/). Or 

voi(rf)= Y. [ {n*^^---^{n*^- 

En particulier lov(/) > maxj log Aj(/) (prendre ii = ■ ■ ■ = ij = N — 1 et 
ij+i = • • • = 4. = 0). L'inégalité réciproque s'obtient en observant, lorsque 
k < h < ■ ■ ■ < ik, que 



avec e > arbitrairement petit. Nous renvoyons le lecteur à [Gr 1], [Pr] pour 
plus de détails. 

□ 

Il résulte par ailleurs des travaux de Y.Yomdin [Y] qu'on a également une 
minoration htop{f) > maxj log Aj(/). Il s'ensuit, lorsque / est holomorphe, 
qu'on a l'égalité 

htopif) = max logAj(/). 

l<j<k 

Lorsque / est seulement méromorphe, on peut adopter des définitions 
tout à fait similaires —mais il faut être soigneux. Dans la définition à la 
Bowen, on considère uniquement des ensembles (n, e)-séparés qui se situent 
dans le plus grand ensemble totalement invariant sur lequel / et ses itérés 
sont holomorphes, 

nf :=x\[Jr{if). 

Dans la définition via le graphe, on considère l'adhérence dans du graphe 
itéré holomorphe qui est inclus dans fi^ (il ne faut pas considérer le graphe 
infini fabriqué à partir de l'adhérence du graphe holomorphe de /). 

Nous renvoyons le lecteur à [G 7] pour des définitions précises, ainsi que 
pour la justification des assertions suivantes : lorsque / est méromorphe 

- on a encore Cp"(/) = hgHf ) =: hoM) ; 

- on a encore /itop(/) < lov(/) ; 
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- on a encore lov(/) = maxi<j</j log Aj(/) ; 

- on peut avoir /ï.top(/) < lov(/). 

Cependant les seuls exemples que nous connaissons pour lesquels /itop(/) 
diffère de lov(/) correspondent à des endomorphismes méromorphes qui ne 
sont pas cohomologiquement hyperboliques. 

Notons que l'égalité lov(/) = maxj log Aj(/) est délicate à justifier dans 
le cas méromorphe. Elle est établie dans [G 5] lorsque dimc X < 3 ou lorsque 
X est une variété homogène (par exemple X = P'^), dans [DS 3] en toute 
dimension lorsque X est projective, puis dans [DS 4] dans le cas général : 
il s'agit, comme dans la preuve de la Proposition 2.6, de savoir régulariser 
convenablement les courants positifs fermés. 

2.2.2 Entropie métrique 

L'image directe d'une masse de Dirac £x par un endomorphisme méromorphe 
f : X ^ X est bien définie lorsque x ^ If, par 

On peut donc définir de même l'image directe de toute mesure de proba- 
bilité ly qui ne charge pas l'ensemble d'indétermination If. On va s'intéresser 
à des mesures invariantes, f^u = u, et, parfois, à des mesures invariantes par 
image inverse. Il faut donc se restreindre et considérer des mesures de pro- 
babilité u telles que i'{^f) = 1. On peut alors définir l'entropie métrique 
huif) de comme on le fait habituellement (voir e.g. [KH]). Nous montrons 
dans [G 7] les assertions suivantes : 

- on a toujours sup^ h^if) < htopif) (principe variationnel faible) ; 

- il peut y avoir inégalité stricte. 

Cependant les seuls exemples que nous connaissons pour lesquels il y a 
inégalité stricte correspondent à nouveau à des endomorphismes méromorphes 
qui ne sont pas cohomologiquement hyperboliques. 

Rappelons à présent que M.Misiurewicz et F.Przytycki ont montre [MiP] 
que si / : M —> M est un endomorphisme de classe d'une variété lisse 
orientable compacte, alors son entropie topologique est minorée par le lo- 
garithme de son degré topologique. Ce n'est plus vrai si l'endomorphisme 
est seulement continu (cf e.g. [KH] p 317). C'est également faux en général 
pour un endomorphisme méromorphe d'une variété kàhlérienne compacte 
(voir Exemple 2.10). On peut toutefois espérer obtenir une telle minoration 
en utilisant la stratégie suivante : soit 6 une mesure de probabilité lisse sur 
X. Alors la suite 

1 ""-^ 1 

définit une suite de mesures de probabilité sur X. Soit /i = lim une valeur 
d'adhérence de la suite Un- H se pourrait malheureusement que /U charge les 
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points d'indétermination If. On peut aussi espérer que ce ne sera pas le cas 
si on fait un choix intelligent de la mesure Q de départ (voir Exemples 2.10 
et 2.16 pour des choix heureux et malheureux). Supposons que ne charge 
pas //. Alors la mesure /*/Lt est bien définie et vérifie 

= . lim = lim u-i+m = 

i—*+oo i—*+oo 

donc IX est une mesure invariante. 

Supposons à présent que ne charge pas les valeurs critiques Vf = f{Cf) 
de /. C'est automatique sur une variété de dimension de Kodaira positive 
(voir section 2.4.2). Cela n'est pas nécessairement vrai lorsque kod{X) = 
— oo, mais ce sera toujours le cas lorsque / a un grand degré topologique 
(voir section 3.1). On peut alors définir f*pi := Yli=i\fr^)*l^^ 
désigne les branches inverses (locales) de / qui sont bien définies hors de Vf. 
L'opérateur v i— > f*u est continu sur l'espace des mesures qui ne chargent 
pas Vf. Comme ~ Afc(/)f„+i, on obtient dans ce cas 

/V = Afe(/)/x, 

autrement dit /j, est de jacobien constant égal à Xkif)- Dans une telle situa- 
tion on récupère la minoration de Misiurewicz-Przytycki grâce à l'argument 
suivant de J.Y.Briend et J.Duval [BrD 2]. 

Proposition 2.9 Soit /i une mesure de probabilité invariante qui ne charge 
pas les valeurs critiques de f et vérifie f*ii = Xk{f)fj,. Alors 

htop{f)>K{f)>\og\k{f). 

Remarquons qu'il peut y avoir inégalité stricte comme le montre l'exemple 
de la mesure de Lebesgue sur un tore complexe qui admet un endomorphisme 
de type Anosov. 

Preuve. Nous supposons ji ergodique pour simplifier -ce sera d'ailleurs dans 
ce cadre que nous l'utiliserons. Pour x G X, e > fixés, on note 

Bn{x,e) := {y e X / dn{x,y) < e} 

la boule dynamique associée à dn{x,y) = m.ax.Q<j<n-\d{f^x,f^y), la dis- 
tance dynamique. Il résulte du Théorème de Shannon-McMillan (voir [BrKa]) 
que pour ji presque tout x, on a 

haU) = supliminf--log/x(S„(a;,£:)). 

£>o "-»+t>o n 

Nous allons minorer /i,i(/) en majorant iJ,{Bn{x,s)). L'idée est la suivante : 
si B est un Borélien sur lequel / est injective, alors n{B) = X^^ii{fB) car /i 
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est de jacobien constant= X^. En particulier si / est injective sur Bn{x,e), 
alors ^ ^ 

fi{Bn{x,e)) = —fi{fBn{x,e)) < —n{Bn-i{fx,e)) 

^k 

car fBn{x,e) C Bn-i{fx,£). Si / est à nouveau injective sur Bn-i{x,e), 
puis sur Bn-jif-^ X, e) pour tout j < n, on obtient ainsi fi{Bn{x,£)) < 
A^"//(5(/"a;,£)) < A^", ce qui donne > logA^. 

Pour rendre rigoureux ce raisonnement simpliste, nous allons montrer 
que / est souvent injective sur i3„_j(/"~-'(x, e)), pour un choix générique de 
X. Plus précisément fixons < ô << 1 ci U un petit voisinage de l'ensemble 
Vf des valeurs critiques de /, de sorte que IJ^{U) < 5/2. Posons 

Xn{ô) := {x G X/^j G [0,n - l]/fx e U} < nô} . 

Il résulte du Théorème de Birkhoff que pour fi presque tout a; G X, on a 

n— »+oo n 

Il s'ensuit que Xn{ô) est de mesure positive pour n assez grand. Pour 
X G Xn{S) /U-générique, on applique l'estimation de jacobien constant lorsque 

f^x ^ U : \\ suffit de fixer e assez petit pour que la boule dynamique 
Bn-j{f^x,e) ne rencontre pas Vf -prendre par exemple e < d{Vf,dU). 
Lorsque f^x G U, on majore brutalement 

ti{Bn-j{fx,£)) < fi{Bn-J-l{f+^X,e)) 

en utilisant l'invariance = /x. Comme l'orbite de x est souvent hors de 
U, on obtient l'estimation 

^iiBn{x,e)) < — 

Enfin ô étant arbitrairement petit, le principe variationnel donne 

htopif) > h^,{f) > logAfc. 

□ 

2.3 Points périodiques 

2.3.1 La formule de Lefschetz 

Nous cherchons ici à estimer le nombre de points périodiques d'ordre 
n de l'endomorphisme /. Quitte à changer / en il s'agit d'estimer le 
nombre de points fixes. Nous verrons plus loin (2.3.3) qu'il peut exister des 
courbes de points fixes. Il s'agit bien sûr de points fixes non-hyperboliques, 
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or ce sont les points fixes hyperboliques que nous souhaitons dénombrer. 

Comme ils sont stables par petite perturbation et comme l'existence d'une 
courbe de points fixes est une situation exceptionnelle, nous ne considérons 
que le cas où il n'y a pas de courbe de points fixes. Considérons 

T/ ■.= {{xj{x))exyxex\if} 

l'adhérence du graphe holomorplic de / dans et soit A := {[x,x) G 
X'^ / X G X} la diagonale de X. Le produit d'intersection Tj ■ A est bien 
défini au sens des courants positifs -car il n'y a pas de courbe de points fixes- 
et compte, avec multiplicité, le nombre de points fixes plus le nombre de 
points d'indétermination. On a donc Tj-A > '^Fix{f). Par ailleurs ce produit 
d'intersection se calcTilc en cohomologie : c'est le contenu de la formule des 
points fixes de Lefschetz (voir [GH] p 423) qui assure 

r/-A= (-ir^TVace . 

0<p,g<k 

Lorsque / est cohomologiquement hyperbolique, il résulte du Théorème 
2.4 qu'on obtient la majoration 

mxin < Siir, u), pour n » 1, (2.2) 

oii A;(/) désigne le plus grand des degrés dynamiques. On en déduit 

limsup - logttFzx(D < logXiif). (2-3) 

n 

Notons que l'estimation (2.2) est plus précise que (2.3). Lorsque l = k, on 
peut remplacer par dans (2.2). Lorsque / < A; — 1, on espère également 
pouvoir remplacer ôi par A; dans (2.2). C'est probablement possible si on sait 
trouver un modèle X biméromorphe à X sur lequel l'action linéaire induite 
par /* sur i7'''(X,M) est compatible avec la dynamique (voir section 4.2 
et l'introduction du chapitre 5 ; voir également [BFJ] pour une réponse en 
dimension deux). 

2.3.2 Quels points périodiques ? 

Lorsque dimc-^ = 1, / admet une infinité de points périodiques et tous 
-sauf un nombre fini d'entre eux- sont répulsifs (voir [CG]). La situation est 
plus variée en dimension supérieure. 11 résulte des travaux de S.Newhouse 
[N] (voir également [Ga], [Bu]) qu'il peut coexister une infinité de cycles 
attractifs et une infinité de points selles (resp. points répulsifs). Nous allons 
donner quelques exemples de dimension 2 qui illustrent d'autres différences 
avec la dimension 1. 
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Exemple 2.10 Soit f : {z,w) e ^ {z^,w + 1) G C^, avec A > 2. Alors 

f induit un endomorphisme méromorphe de qui a un point fixe q^o et 
un point d'indétermination Ij à l'infini. On vérifie aisément qu'il n'y a pas 
d'autre point périodique que Çoo 6^ que \i{f} — A2(/) — A ^ 2. On obtient 
également (voir [G 7J) 

O = htopif) < lovif) = \ogX, 

bien que f soit de degré topologique A > 2. En particulier la stratégie pro- 
posée en 2.2.2 échoue dans ce cas : on vérifie en effet aisément que la suite 
A~"(/"')*0 converge vers le point d'indétermination If, quel que soit le choix 
de la mesure lisse de probabilité Q. 

En dimension 1, tous les cycles répulsifs sont dans le support de la mesure 
d'entropie maximale fj,f que nous avons construite dans la section 1.1. Ce 
n'est plus le cas en dimension supérieure comme l'ont observé J.H.Hubbard 
et P.Papadopol [HP 1] : 

Exemple 2.11 Soit : {z,w) G ^ {P{w) + ez\Q{z) + R{w)) G 
où P, Q, R sont des polynômes de degré p, q, r avec pq < r. On considère les 
extensions méromorphes de ces applications à -encore notées . Lorsque 
£ = 0, on obtient un endomorphisme méromorphe de P^ tel que 

Ai(/o) = r et A2(/o) = pq < Ai(/o). 

L'application fo a un unique point d'indétermination Iq à l'infini. Il est 
facile d'expliciter des polynômes P,Q,R tels que fo ait un point fixe répulsif 
loin de Iq. 

Les autres applications (e ^ 0) définissent des endomorphismes holo- 
morphes de P^, pour lesquels on a Xi{fs) = r et X2{fs) = ^'^ ■ On construira 
un peu plus loin (Chapitre 3) une mesure d'entropie maximale fj,^ pour les 
endomorphismes f^, e ^ 0. Les mesures ji^ sont localisées près de Iq et 
dégénèrent en une masse de Dirac au point Iq lorsque e — > 0. En particulier, 
les points périodiques répulsifs de fo situés loin de /q génèrent des points 
périodiques répulsifs de fe (e petit) qui se situent hors du support de fi^ : 
il est donc possible que certains points périodiques répulsifs se situent loin 
du support de la mesure d'entropie maximale, bien que la plupart en soient 
proches, puisqu'ils s'équidistribuent selon elle (voir chapitre 3.2). Cette ob- 
servation est due à J.H.Hubbard et P.Papadopol [HP 1] qui considèrent des 
perturbations d'applications de Hénon complexes (voir également [ES 5] pour 
une autre généralisation). 

2.3.3 Courbes de points périodiques 

Les endomorphismes holomorphes cohomologiquement hyperboliques n'ont 
essentiellement pas de courbes de points périodiques : 
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Proposition 2.12 Soit f : X X un endomorphisme holomorphe d'une 
surface kàhlérienne compacte tel que Xi{f) 7^ ^2if) ^ 2. Alors f est induit 
par un endomorphisme holomorphe g : Y Y sur un modèle minimal Y de 
X, tel que g n'admet pas de courbe de points fixes. 

Notons qu'il est facile de produire un endomorphisme holomorphe "non- 
minimal" qui admet une courbe de points fixes : il suffit d'éclater en un 
point fixe en lequel l'application a une différentielle égale à l'identité. 

Preuve. Supposons qu'il existe une courbe irréductible C de points fixes de 
/. Alors /*C = C. Comme /* est un opérateur inversible sur l'espace NS{X) 
de Néron-Severi réel (car ft.f*D = X2{f)D), on en déduit que f*C = \2{f)C. 
Soit 9 G iî^;y(X,M) une classe non-nulle telle que f*9 = ri{f)9. Il vient 

ri(/)A2(/)(C,^) = {rCJ*9) = X2{f){C,9). 

Si {C,9) > alors n{f) = 1, donc Ai(/) = 1, donc A2(/) = Ai(/) = 1 (car 
1 < A2(/) < Ai(/)2 par 2.4.a). Supposons donc {C,9) = 0. Comme 6*2 > 0, 
il résulte du Théorème de l'indice de Hodge que soit C est proportionnelle à 
9 -mais alors Ai(/) = A2(/)-, soit < 0. 

Lorsque <0,C fait partie du nombre fini de courbes d'auto- intersection 
négative, dont on montrera dans la section 3.3.1 qu'elles sont obtenues par 
éclatements successifs à partir d'un endomorphisme sur un modèle minimal. 
On vérifie aisément qu'il n'y a pas de courbe de points fixes lorsque X est 
minimale et Ai(/) / A2(/) (voir Thorème 3.6). □ 

Ce résultat n'est plus valable si l'on permet des points d'indétermination : 

Exemple 2.13 Soit f : {z,w) e ^ {zw\w + z'^w'^) G C^, où b,c,d e 
N. Alors f induit un endomorphisme méromorphe de tel que f{0,w) = 
{0,w). On vérifie -en travaillant en fait dans x P^, cf [FaG]- que Ai(/) 

1 b 
c d 



est le rayon spectral de la matrice 



et que 



A2(/) = max((i — 6c, \})c — d\ + l). 

En faisant varier les valeurs des entiers 6, c, d, on peut obtenir aussi bien 
Ai(/) > A2(/) -par exemple pour b = c = d = 1- que Ai(/) < A2(/) -par 
exemple pour d = et b = c = 2. 

Cette situation reste néanmoins très exceptionnelle. Les endomorphismes 
birationnels qui admettent une courbe de points fixes ont été partiellement 
classifiés par D.Jackson [Ja]. Pour des résultats sur la géométrie des courbes 
invariantes par des endomorphismes rationnels, noTis renvoyons le lecteur 
à [BDM] et [DJS]. On pourra également consulter [ABT] pour une étude 
locale des courbes invariantes. 
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2.4 Quelles variétés ? 



L'objectif de cette section est de fournir des exemples d'endomorphismes 
méromorphes f : X ^ X cohomologiquement hyperboliques, i.e. tels que 
Xi{f) > maxj^i Xj{f) pour un indice l G [1, k]. Nous commençons par justi- 
fier pourquoi il faut les chercher sur les variétés dont la dimension de Kodaira 
vaut ou — oo. 

Soit s G H^{X,Kx) une section holomorphe du fibré canonique Kx, 
i.e. une {k, 0)-forme holomorphe. Si f : X ^ X est un endomorphisme 
méromorphe, alors /*,s est une forme holomorphe sur X\If qui s'étend ho- 
lomorphiquement à travers //, car codimcif > 2 (phénomène de Bochner). 
L'application / induit donc une application linéaire sur H^{X, Kx) et, plus 
généralement, sur H^{X, K'^), pour tout m G N. Soit sq, . . . , sjv^ une base 
de H^{X,K^), alors 

^m--xeX^ [soix) SNrr^ix)] G P^- 

est une application rationnelle de X sur son image X^ = ^^(X) qui est de 
dimension kod{X) pour m » 1. On a donc un diagramme commutatif 

X ^ X 

m ' 

OÙ Fm est une application projective linéaire : on dit que / préserve la 
fibration d'Itaka. Notons que est un isomorphisme car / est dominante. 

Cela impose des relations entre les degrés dynamiques lorsque kod{X) = 
dSmcXm > 1. On obtient par exemple Ai(/) = ■■■ = Xk{f) = 1 lorsque 
X est de type général {kod{X) = k) : dans ce cas $m est une applica- 
tion birationnelle et Xj{f) = Xj{Fm) = 1 (cf corollaire 2.7) : c'est une ver- 
sion simple et faible d'un résultat de S.Kobayashi et T.Ochiai [KO], qui 
montrent en fait qu'un itéré de / est égal à l'identité. Nous conjecturons 
plus généralement que / ne peut pas être cohomologiquement hyperbolique 
lorsque kod{X) > 1. Nous établissons ce fait en dimension deux. 

Théorème 2.14 Soit f : X ^ X un endomorphisme méromorphe d'une 
surface kàhlérienne compacte tel que Ai(/) / ^2(7). Alors 

- soit kod{X) = ; 

- soit X est rationnelle ; 

- soit X est birationnelle àF^ x E, genre{E) = 1, et A2(/) > Ai(/). 

Nous donnons ci-après des exemples dans chacune de ces catégories. 

Preuve. La démonstration repose sur le Lemme 2.15 ci-dessous. Lorsque 
kod{X) > 1, on applique le lemme en utilisant la fibration d'Itaka, avec 



44 



vr = ^rn, g = Pm- Comme g est de degré 1, il vient Ai(/) = A2(/). Lorsque 
kod{X) = — oo, on peut également considérer la fibration d'Albanese : au 
lieu de considérer des 2-formes holomorplies, on considère des 1-formes ho- 
lomorphes. L'application / induit également un isomorptiisme linéaire sur 
qui préserve le réseau Hi{X, Z) (module torsion) et induit donc 
une application linéaire sur la variété d'Albanese, 

Alb(X) := H°{X,n]^)/Hi{X,Z) mod torsion. 

Lorsque kod{X) = — oo, on peut supposer -à changement birationnel de 
coordonnées près- que X = ¥^ x B est une surface réglée au dessus d'une 
courbe S. Il y a beaucoup d'exemples intéressants, de tous types, lorsque 
B = F'^. Lorsque genre{B) > 1, la fibration d'Albanese coïncide avec la pro- 
jection TT : X = X B B sur le second facteur (cf Lemme V.18 et Propo- 
sition V.15 dans [Bea]). On peut donc appliquer à nouveau le Lemme 2.15. 
Il vient deg{g) = 1, donc Ai(/) = A2(/) lorsque B est hyperbolique. Lorsque 
B est elliptique, on obtient A2(/) > Ai(/) et il est facile de construire des 
exemples avec inégalité stricte. □ 

Lemme 2.15 Soit X une surface kâhlérienne compacte et B une surface de 
Riemann compacte. On suppose qu'il existe des applications méromorphes 
/, g, vr telles que le diagramme suivant est commutatif 

X ^ X 
B ^ B 

Alors Ai(/) < A2(/) avec égalité si deg{g) = 1. 

Preuve. Remarquons qu'on peut résoudre les singularités de vr sans changer 
les données du problème : cela revient à remplacer X par un modèle biméro- 
morphe X, et f par l'endomorphisme / induit par / sur X. Comme f et f 
ont les mômes degrés dynamiques (corollaire 2.7), on s'est ramené au cas oii 
TT est holomorphe, ce que nous supposerons dans la suite. 

Soit d le degré de l'application g. Observons que si F est une fibre 
générique de vr, alors -F^ = et f*F ~ dF. Par ailleurs le degré topolo- 
gique de / satisfait \2{f) = d ■ m, où m est le degré de l'application f^p. 

Si p G //, son image f{p) est incluse dans la fibre -Fg(a) telle que p & Fa. 
Il s'ensuit que pour toute classe de cohomologie G H^'^(X,R), on a 

{f*e,f*F) = X2{f){9,F). (2.4) 

Il s'agit d'une version simple de la "formule d'aller-retour" (Proposition 4.8). 

Soit en particulier 6 G H^^'^^^{X,W) une classe nef telle que f*6 = ri{f)9 
(voir section 4.2). Si ^ = F, on obtient ri(/) = deg(g) < A2(/), donc 
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< A2(/). De plus si deg{g) = 1 on obtient ri(/) = 1 donc Ai(/) = 1, 
d'où A2(/) = Ai(/) = 1 (cf Tliéorème 2.4.a). 

Si 6 n'est pas proportionnelle à F, il résulte du Théorème de l'indice 
de Hodge que 9 ■ F > 0. La formule d'intersection ci-dessus donne ainsi 
fi{f) ' d = ^2{f), d'où le résultat. □ 

Nous donnons à présent des exemples d'endomorphismes méromorphes 
cohomologiquement hyperboliques. 

2.4.1 kod{X) = -oo 

Il y a une multitude d'exemples d'endomorphismes rationnels de l'es- 
pace projectif complexe -donc de toute variété rationnelle. Nous en don- 
nons quelques uns ci-dessous. Lorsque X est une variété unirationnelle, i.e. 
lorsqu'il existe une application méromorphe dominante $ : ^ X, alors 
X admet également des cndomorphismcs méromorphes induits par ceux 
de F'' ( voir Exemple 3.9). Il serait intéressant de donner une classification 
grossière des variétés kàhlériennes compactes telles que kod{X) = — oo et 
qui admettent des endomorphismes cohomologiquement hyperboliques. Le 
Théorème 2.14 ci-dessus indique que l'existence de tels endomorphismes im- 
pose des contraintes particulières sur la géométrie de la variété. 

Exemple 2.16 Soit f : {z,w) e ^ {P{w),Q{z) + R{w)) G C^, où 
P, Q, R sont des polynômes de degré p, q, r avec r > max(p, q). Alors f induit 
un endomorphisme méromorphe de (ou de toute surface rationnelle) tel 
que 

X,{f)=ret \2{f)=pq. 

On peut donc, en fonction des valeurs respectives de p, q, r, obtenir aussi 
bien Xiif) > X2{f) que Ai(/) < A2(/). 

Lorsque p = q= letr>2, f définit un automorphisme polynomial de 
d'entropie positive : c'est une application de Hénon complexe. Lorsque 
p = q = r, on obtient un endomorphisme holomorphe de P^. 

On peut bien sûr considérer des compositions de telles applications. La 
dynamique de ces endomorphismes est étudiée dans [G Ij. On y montre 
en particulier que l'ensemble d'indétermination Lf est f~^-attirant lorsque 
A2(/) = pq < Ai(/) = r. Si Q est une mesure de probabilité lisse localisée 
près de Ij, on a donc 0„ := A2(/)^"(/")*0 ôj^. : c'est un choix malheu- 
reux de Q pour la stratégie proposée en 2.2.2. On montre également dans [G 
1] que est la réunion disjointe du bassin d'attraction de If (sous itération 
de f~^) et de l'ensemble fermé K~ des points d'orbite négative bornée. Si 
ce dernier est d'intérieur non-vide (par exemple lorsque f admet un point 
périodique répulsif), on peut choisir Q localisée dans ce bassin et obtenir des 
valeurs d'adhérence pour 0„ qui ne chargent pas If. 
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Nous verrons dans la section 3.3.1 que les endomorphismcs holomorphes 
non inversibles des surfaces rationnelles sont induits par les endomorphismes 
holomorphes d'un modèle minimal. Il y en a donc peu, hormis sur P^. Il 
reste le cas -assez mal compris- des automorphismes d'entropie positive des 
surfaces rationnelles. En voici un exemple qui s'inspire de la construction 
des exemples de Lattes. Il est analysé par S.Cantat et C.Favre dans [CF]. 

Exemple 2.17 Considérons le tore complexe de dimension deuxY = ExE, 
où E = C/Z[C] est la courbe elliptique associée à une racine primitive de 
l'unité C d'ordre 3,4 ou 6. La matrice 



A 



2 1 
1 1 



€ GL(2,Z) 



préserve le réseau A = Z[(^] x Z[(^] ; elle induit donc un endomorphisme ho- 
lomorphe g :Y ^ Y dont on vérifie que c'est un automorphisme d'entropie 
positive 

htopif) = logAi(/) = 21og > 0. 

On peut vérifier que c'est un difféomorphisme d'Anosov (voir [Gh]). 

Observons que g commute avec l'homothétie a : [x,y] £Y ^ [i^x,(y] G 
Y. Soit X la surface obtenue en désingularisant le quotient Y/^a). C'est une 
surface rationnelle sur laquelle g induit un automorphisme f de même en- 
tropie. E.Ghys et A.Verjovsky ont donné [GVj une liste complète des tores 
complexes de dimension deux qui admettent de tels difféomorphismes holo- 
morphes dAnosov. On en déduit la liste des automorphismes d'entropie po- 
sitive des surfaces rationnelles qui proviennent d'un tel passage au quotient. 
Ces automorphismes héritent tous d'une mesure mélangeante équivalente à 
la mesure de Lebesgue (obtenue en poussant la mesure de Lebesgue du tore). 

Il existe d'autres exemples. E.Bedford et K.Kim ont montré [BK 1,3] que 
pour certaines valeurs des paramètres ao, ai, «2, /^Oj /?2î l'application ration- 
nelle de 

ao + aix + a2y^ 



fix,y) = [y, a . a 

\ /?o + Pix 

définit un automorphisme d'entropie positive sur un éclaté de qui possède 
un domaine de Siegel (C.McMullen a récemment généralisé cette construc- 
tion [M 3]) : sa mesure d'entropie maximale (que nous construirons au cha- 
pitre 4) n'est donc pas équivalente à la mesure de Lebesgue. 

2.4.2 kod{X) = 

Lorsque X est de dimension de Kodaira nulle, le diviseur canonique 
Kx est un Q-diviseur effectif {Kx > 0). Cela contraint les ramifications 
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possibles de /. Notons Rf le diviseur de ramification. Il résulte de la formule 
de Hurwitz f*Kx + Rf = Kx, que pour tout n G N, 

n-1 

{rrKx + Y,{ryRf = Kx. 

Si D est un diviseur ample, il vient donc 

n-1 

< ^{iryRf,D^-') < Kx ■ D^-\ 

3=0 

On en déduit que {f*y Rf = pour j > Jq. Cela implique que / est essen- 
tiellement non ramifié. 

Supposons par exemple que dimcX = 2. Quitte à effectuer un change- 
ment biméromorphe de coordonnées, on peut supposer que l'on travaille sur 
le modèle minimal. Dans ce cas 12Kx = 0, donc 12Rf = 0. Nous utiliserons 
cette observation à plusieurs reprises, notamment dans la section 4 pour en 
déduire qu'un tel endomorphisme / est 1-stable (voir Proposition 4.5). 

Exemple 2.18 Soit X = C'^/A un tore complexe de dimension k > 1 i.e. 
le quotient de C'^ par un réseau A de rang 2k. Soit f : X ^ X un endomor- 
phisme méromorphe de X. Alors f est en fait automatiquement holomorphe : 
sinon on considère une désingularisation 

TTl 7^2 

/ \ 
X ^ X 

de f. On peut trouver un diviseur exceptionnel E 2± f>f'~^ de tti qui est envoyé 
par 1Ï2 sur un sous-ensemble analytique de dimension positive, impayé par f 
d'un hypothétique point d'indétermination. OrP^~^ est simplement connexe 
et le revêtement universel de X est C^, on peut donc relever l'application 
7r2|B en une application holomorphe vers C'^. L'image de E est alors un sous- 
ensemble analytique compact (Théorème de Remmert) et connexe dans 
qui est une variété de Stein, c'est donc un point. Il s'ensuit que 1^2 contracte 
E sur un point, donc f est holomorphe. 

On montre d'une façon analogue que f est induit par un endomorphisme 
affine F de C^, F{z) = A - z-\-v, où A e GL{k,C) et v e C'' sont tels que 
FA C A. Observons que Dxf = A en tout point x £ X . La matrice A 
représente l'action de f* sur H^'^{X,'R) dans la base canonique déterminée 
par les 1 -formes dzj. Notons ai,...,ak ses valeurs propres ordonnées de 
telle sorte que |ai| > • • • > \ak\. Un calcul immédiat donne 

=rjif) = |aip---|ajp, 
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pour tout l < j < k. En particulier Xi{f) est égal au carré du rayon spectral 
de la matrice A, et \k{f) ^st égal au carré du determAnant de A. 

La condition "/ est cohomologiquement hyperbolique" est donc équivalente 
ici au fait que les valeurs propres de A sont toutes de module différent de 1, 
c'est à dire que f est uniformément hyperbolique. 

Observons que la contrainte FA C A n'est pas facile à satisfaire. Pour 
un réseau générique A, les seules matrices A qui conviennent sont les ho- 
mothéties de rapport entier. Dans ce cas Xk est le plus grand des degrés 
dynamiques. On peut cependant, pour des choix particuliers de réseau (par 
exemple pour un réseau produit), obtenir des endomorphismes tels que A/(/) 
domine tous les autres degrés dynamiques, quel que soit l fixé dans [l,k]. 
E.Ghys et A. Verjovsky [GV] ont donné une liste des tores de dimension deux 
qui admettent des difféomorphismes d'Anosov, i.e. pour lesquels Ai(/) > 

Hf) = 1- 

Lorsque dimc X = 2, kod{X) = 0, il résulte de la classification d'Enriques- 
Kodaira (voir [Bea]) que le modèle minimal de X est 

- soit un tore ; 

- soit le quotient d'un tore par un groupe fini d'automorphismes sans 
point fixe (surface hyperelliptique) ; 

- soit une surface K3 ; 

- soit le quotient d'une surface K3 par une involution holomorphe sans 
point fixe (surface d'Enriques). 

Les endomorphismes méromorphes d'une surface d'Enriques se relèvent en 
des endomorphismes de sa surface K3. Ceux des surfaces hyperelliptiques 
se relèvent sur le tore et sont dynamiquement moins intéressants car ils 
préservent la fibration d'Albanese qui est non triviale dans ce cas -on ob- 
tient donc des produits croisés de grand degré topologique. Il nous reste donc, 
en dimension 2, à donner des exemples d'endomorphismcs méromorphes des 
surfaces K3. Il existe une vaste littérature traitant du cas des automor- 
phismes d'entropie positive (voir notamment [Ca 1], [M 1]). Nous donnons 
à présent quelques exemples non inversibles sur une surface de Kummer. 

Exemple 2.19 Soit S une surface de Riemann de genre 2 et A la Jaco- 
bienne de S : c 'est le tore complexe projectif de dimension 2 défini par les 
\-f ormes holomorphes sur S (modulo périodes). Soit X la surface obtenue 
en désingularisant le quotient de A par l'involution a : z ^ —z : c'est la 
surface de Kummer de la courbe S -un type particulier de surface K3 (voir 
Exemple V.IO dans [Bea]). Elle possède 16 courbes nodales (des courbes 
rationnelles d' autointersection -2) qui proviennent des éclatements réalisés 
pour désingulariser Af^a). Tout endomorphisme g de A commute bien sûr 
avec a et induit un endomorphisme -méromorphe si X2{g) ^ 2- de la variété 
X. Notons que ceux-ci doivent permuter les 16 courbes nodales. 
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Lorsque S est générique, J.Keum a construit [Ke] des automorphismes 
qui ne permutent pas les courbes nodales et ne proviennent donc pas d' auto- 
morphismes de A. Soit ip un tel automorphisme, on peut le supposer d'en- 
tropie positive -i.e. Xii^ip) > 1. Soit h l'endomorphisme méromorphe de X 
de degré topologique \2{h) > 2 induit par une homothétie de rapport entier 
sur A. Alors 

f ■=^1o hP 

définit un endomorphisme méromorphe de X qui ne provient pas d'un en- 
domorphisme de A si q > l. Observons que 

Hf) = Hhr ei Ai(/) < Ai(V')''Ai(/i)î'. 

On peut donc obtenir des exemples tels que A2(/) > Ai(/) en prenant p » 

q, car Xi{h) = X2{h)^^'^ . A l'inverse, si on fixe p et on choisit q très grand, 
on obtient Xi{f) > A2(/). En effet, soit 6 une {l,l)-classe nef non nulle 
telle que 'ip*9 = Ai(V')^ (cf section 4-^)- Alors 

Ai(V')^<Ai(^r / m*0^io= I r^Aa;<Ai(/). 
Jx Jx 

On utilise ici de façon essentielle le fait que kod{X) = ; comme les endo- 
morphismes f, h ne sont pas ramifiés, les actions linéaires induites en coho- 
mologie sont compatibles avec la composition des applications méromorphes, 
ce qui justifie ici l'égalité f*6 = (HP)* {{ip'^)* 9) et ri = Ai (voir Proposition 
4-5). Observons enfin que {hP)*9 est une classe nef non-nulle, comme on 
peut le voir en utilisant la formule d'aller-retour (Proposition 4-^)- 

Le lecteur intéressé trouvera d'autres exemples dans [Ca 3]. 
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Chapitre 3 

Grand degré topologique 



Dans ce chapitre nous considérons le cas oii le degré topologique Xk{f) 
domine strictement tous les autres degrés dynamiques. Nous construisons 
une mesure /// mélangeante d'entropie maximale dans la section 3.1, puis 
démontrons dans la section 3.2 la conjecture énoncée dans l'introduction. 
Nous donnons des exemples d'endomorphismes vérifiant nos hypothèses dans 
la section 5. 5 puis mentionnons quelques résultats supplémentaires sur la dy- 
namique de ces applications (section 3.4). Nous présentons enfin {section 3.5) 
quelques éléments du travail de T.C.Dinh et N.Sibony sur les applications 
d'allure polynomiale : ce sont des perturbations (éventuellement transcen- 
dantes) d'endomorphismes polynomiaux de grand degré topologique. 

3.1 La mesure canonique 

Nous allons construire une mesure invariante canonique Hf pour les en- 
domorphismes méromorphes de grand degré topologique. Lorsque X = ¥^ 
et / est holomorphe, cette mesure a été construite par J.-E.Fornaess et 
N.Sibony dans [FS 2,3,4], et par J.-H.Hubbard et P.Papadopol dans [HP 1]. 
Lorsque / est méromorphe, A.Russakovskii et B.Shiffman ont construit la 
mesure /i/ [RS] en observant une propriété d'équidistribution des préimages 
de points. Leur construction - délicate - ne leur a pas permis d'établir des 
propriétés dynamiques de la mesure mais elle a motivé de nombreux tra- 
vaux (voir par exemple [FaG],[G 1,3,5], [DS 2,8], [HP 2]). Nous avons obtenu 
dans [G 3,5] une construction simple de cette mesure -dite de Russakovskii- 
Shifïman- qui nous a permis d'établir le résultat suivant : 

Théorème 3.1 Supposons que A := Afc(/) > maxj^feAj(/). Alors il existe 
une mesure de probabilité fij telle que 

i^(rre^/x/, 

pour toute mesure de probabilité lisse O sur X. De plus 
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1. toute fonction qpsh est intégrable par rapport à fif ; en particulier jif 
ne charge pas les hypersurfaces et log^ HD/^^H G L^{iXf) ; 

2. la mesure fif est invariante et de jacobien constant f*lJ-f = ^fJ-f, donc 
d'entropie maximale 

Kfif) = htop{f )=logX > 0. 

3. la mesure ji f est mélangeante ; plus précisément il existe C > telle 
que pour toutes fonctions test x, 

/ tpxopdnf- / 'ipdnf / xdHf 
Jx Jx Jx 

Preuve. Soit a & X un point qui n'est ni une valeur critique de /, ni un 
point d'indétermination. Alors / est localement inversible près de a. Soit 
une mesure lisse de probabilité dont le support est concentré près du 
point a. Alors f*Q est une mesure positive lisse de masse A. Comme X est 
kâhlérienne, le dti'^-lemma assure l'existence d'une forme lisse S de bidegré 
{k — 1, k — 1) telle que 

i/*e = e + dd^5. (3.1) 
A 

Quitte à translater S en lui ajoutant un multiple de uj^^^, on peut supposer 
que < 5 < Cuj^~^. Comme / est /c-stable, on peut prendre l'image inverse 
de (4.1) par /" et utiliser les identités (/")* = (/*)"■ pour obtenir 

i-(/")*e = e + dd'^Sn, où Sn := J2 ^(f'y^- 

j=Q 

Les courants 5„ forment une suite croissante de courants positifs -car 5 > 
donc if^yS > 0- dont la masse est bornée par 'Yl,j>o^k-ii.f''i^)/^'' Qui 
converge car A > \k-i{f )- On en déduit la convergence 

j>0 

Si 6' est une autre mesure de probabilité lisse, alors il existe une forme 

lisse R de bidegré {k — 1, k — l) telle que 0' = B + dd'^R. On en déduit 
que A~"(/'^)*6' — > car les courants {f^YR sont de masse majorée par 
5fc-i(r,cc;). 

Soit une fonction quasiplurisousharmonique (qpsh) sur X. C'est une 

fonction majorée dont la courbure est minorée par une forme lisse. Quitte à 
translater et dilater ip, on peut supposer < et dd^^p > —u. On a alors 

0< / {-cp)dfif= I (-(^)e+ / {-^)dd^Soo< [ [ coASoo, 

Jx Jx Jx Jx Jx 



<cmy\\x\\ 



Loo- 



3fe-l 
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en intégrant par parties dans la deuxième intégrale, et en observant que 
—ddP(p A 5*00 < A Soo car le courant est positif. On peut justifier ces 
intégrations par parties en approximant </? par une suite décroissante de 
fonctions lisses qpsh (voir [G 5], [GZ 1]). L'assertion (1) en résulte. 

En particulier fif ne charge pas l'ensemble d'indétermination, ni les 
valeurs critiques de /. Comme elle est limite de mesures qui vérifient 
/*Mn = ^fJ-n+i, on en déduit que jif est invariante et de jacobien constant. 
Il résulte de la Proposition 2.9 et de la majoration htop{f) < maxj log Aj(/) 
que fj,f est d'entropie maximale, 

hf,^ if) = htopif) = logX>0. 

Il reste à montrer le mélange et à estimer la décroissance des corrélations. 
C'est la même idée que dans la preuve du Théorème 1.5, mais les détails 
techniques sont légèrement plus élabores. Soit x, tp des fonctions test. Posons 
Cy- = j X^IJ-f et = J ^pdnf. Quitte à translater et dilater x on peut 
supposer x > et c^^ = 1. La mesure XM/ est donc une mesure de probabilité 
et il s'agit de montrer que x ° f^l^f = -^~'^(/"')*(XM/) converge vers /x/, et 
d'estimer à quelle vitesse. L'idée est la suivante : comme ei xi^f sont 
cohomologues, on peut trouver R^., un courant de bidegré (fc — 1, A; — 1) qui 
dépend continûment de x tel que xi^f = l^'f + dd'^R^. En prenant l'image 
inverse par /" et en intégrant contre ip, on obtient ainsi 

in{x,i^) = \{dd'i^,x^'''{n*Rx)\ < my\\Rx\\^k-i{r,u;)\-^, 

où IniX,1p) ■= |/V'X0/"CÎM/ -CxCV>|- 

Il nous reste à expliciter un tel courant R^, car celui-ci n'est pas du 
tout unique, contrairement au cas de la dimension 1. La théorie de Hodge 
fournit des opérateurs d*,d ,G qui permettent de résoudre canoniquement 
l'opérateur dd'^ (voir [GH]). Dans la pratique, il s'agit d'intégrer contre un 
noyau K{x, y) tel que dd'^K = [A] — d, où [A] désigne le courant d'intégration 
sur la diagonale de X^, et est une forme différentielle lisse fermée cohomo- 
logue à [A]. Nous renvoyons le lecteur à [BGS] pour une étude systématique 
de ce type de noyau, et à la preuve de la Proposition 2.1 de [DS 4] pour 
une application dans un contexte dynamique : il y est montré notamment 
qu'on peut décomposer le noyau K = Ki — K2 en une différence de formes 
positives, Ki > 0. Le courant i?^ est obtenu en intégrant contre K, 

R^{x) = l K{x, y) A [x(y)M/(y) - l^fiv)]- 
Jyex 

Il se décompose en R^ = R1—R2 en suivant la décomposition K = Ki — K2. 
On obtient ainsi l'encadrement 

-J Ki{x,y)Anf{y)<Ri{x)<\\x\\L-- J Ki{x,y) A Hf{y). 

L'estimation de la vitesse de mélange résulte alors de ll-R^II ^ C'||x||l°°- O 
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Remarques 3.2 Lorsque f est un endomorphisme holomorphe de ce 
résultat est dû à J.-E.Fornaess et N.Sihony [FS 3]. La méthode que nous 
proposons est intéressante également dans ce cas : elle évite le recours à des 
propriétés fines et techniques de théorie du pluripotentiel. 

L'estimation lov{f) < maxlogAj(/) est démontrée dans [Fr] lorsque f 
est holomorphe, dans [G 5] lorsque f est méromorphe et diuicX < 3 (ou 
lorsque X est homogène, par exemple pour X = P*^ j ; le cas général est 
démontré par T.-C.Dinh et N.Sihony dans [DS 3,4]- 

T.-C.Dinh et N.Sihony donnent dans [DS 1,8,9] une preuve différente de 
l'estimation de la vitesse de mélange. Ce contrôle précis de la décroissance 
des coefficients de corrélation implique, via le Théorème de Gordin-Liverani, 
un Théorème central limite comme l'ont ohservé S. Gantât et S.Leborgne [GL] 
(lorsque f est holomorphe), et T.G.Dinh et N.Sihony [DS 9] (cas méromorphe). 

Notons enfin qu'on peut montrer par les mêmes méthodes que la mesure 
jif mélange à tout ordre, et qu'elle est même K-mélangeante (voir [GFS] 
pour les définitions et [DS 1] pour une preuve). Il est prohable que {f,X) 
soit en fait conjugué au décalage de Bernoulli sur A symboles. Gela a été 
démontré par D.Heicklen, G.Hoffman [HH] et J.-Y.Briend [Br] lorsque f 
est un endomorphisme holomorphe de (voir également [Buz]). 

3.2 Propriétés ergodiques de /i/ 

Soit, comme précédemment, / : X ^ X un endomorphisme dont le degré 
topologique Xk{f) domine strictement tous les autres degrés dynamiques. 

Théorème 3.3 Sous les hypothèses précédentes, 

1. la mesure jif est l'unique mesure d'entropie maximale; 

2. elle est hyperbolique, ses exposants de Lyapunov vérifient 

XI > • • • > Xfc > ^ log Afc(/)/Afe_i(/) > 0; 

3. les points périodiques répulsifs s'équidistribuent selon fXf. 

Autrement dit la conjecture est vérifiée lorsque l = k. Ce résultat est dû 
à J.-Y.Briend et J.Duval lorsque / est un endomorphisme holomorphe de 
P'^ [BrD 1,2]. Le cas méromorphe est traité dans [G 5], [DS 3,4]. 

L'idée centrale de la démonstration est de construire et contrôler beau- 
coup de branches inverses de /", en suivant une méthode initiée par M.Lyubich 
en dimension 1 [Ly] (voir section L4) et généralisée par J.-Y.Briend et 
J.Duval [BrD 2] en dimension supérieure. Le lemme clef est le suivant : 

Lemme 3.4 Soit Vi = u''j^if^ (Cf), où Cf désigne l'ensemble critique de f. 
Fixons e>0etl<6< X/Xk-i{f)- Alors il existe l e N et C > 1 tels 
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que pour toute boule B qui évite Vi, on peut construire au moins (1 — £)\^ 
branches inverses de /" sur B, n>l, avec 

diam{f-''B) < Cf^^^/^. 

La méthode de démonstration est très proche du cas des endomorphismes 
holomorphes traité par J.-Y.Briend et J.Duval. Nous l'avons esquissée dans 
la section 1.4 dans le cas de la dimension 1 en utilisant des arguments qui 
passent en dimension supérieure. Nous renvoyons le lecteur à l'article original 
[BrD 2] ainsi qu'à l'exposé de X.Buff au séminaire Bourbaki [Buf 2] pour 
plus de détails sur le cas holomorphe. 

La présence de points d'indétermination rend les détails techniques plus 
compliques dans le cas méromorphe. Il est par exemple délicat d'estimer 
certaines intégrales qui, dans le cas holomorphe, se calculent directement en 
cohomologie (voir Lemme 1.5 dans [G5] pour une illustration). Nous ren- 
voyons le lecteur à [G 5], [DS 1,3,4] pour les détails et nous nous contentons 
de donner ici la preuve du Lemme 3.4. 

Preuve. Fixons e>0ctl<5< A/Afc_i(/). Fixons également / = /g >> 1 
(la valeur sera précisée plus loin) et B = B{p, r) une boule t.q. B nVi = 9. 
Construction des branches inverses. Nous allons construire des branches 

inverses de /" sur B par récurrence. 

Etape l (initialisation) . Comme B ne rencontre pas les valeurs critiques 
de f\ il y a branches inverses f^^ bien définies de /' sur B. On note 
B^^ := f~^B leurs images. 

Etape Z + 1. Si 5j ne rencontre pas les valeurs critiques Vi de /, on peut 

définir A nouvelles branches inverses de / sur B^K Lorsque B^ ' rencontre Fi, 

il faut mesurer de quelle façon : on dimimic pour cela légèrement le rayon de 
B et on poursuit la contraction des branches inverses si /j~'(^;+ii?)n Fi = 0, 
où Qn:=l- EU r'- Lorsque f-'{gi+iB) n Vi / 0, il vient /'(Sr' n Vi) n 
Ql+iB ^ 0, c'est à dire que l'ensemble analytique Zi := f''{B~'' n Vi) pénètre 
de façon consistante à l'intérieur de la boule B. Fixons zi G Zi tel que 
B{zi, r'^r) C B. Alors B{zu l'^r) n Zi est un sous-ensemble analytique sans 
bord de dimension s = dimc Vi de B{zi,l~'^r). Comme Zi a un nombre de 
Lelong positif au point zi, il vient 

Ciirl-y^ < [ [Zi] Alo'< [ [fBr^ n Fi] A a;^ 

pour une constante Ci > uniforme. Or 

Ç l[fBr^nV,]Au;^< J if%[Vi] A < C2[\sif) + s'f , 

où e > peut être choisi arbitrairement petit et (72 > est une constante 
qui ne dépend que de e' > 0. Observons que \s{f) < Xk-iif) (cf Théorème 
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2. 4. a). Dans la suite on ajuste la valeur de z' de sorte que 8 = [Xk-i{f) + 
sr'j/A > 1. il résulte des inégalités précédentes que 

/ fr\Qi+iB) n 7^ 0} < Ca/^^'^-^^r'A'. 

Si 1 est choisi suffisamment grand, le nombre des préimages qui ren- 
contrent Vi de façon consistante est donc négligeable par rapport au nombre 
total a' de prcimages. On a donc fabriqué A'+^[1 - C^il^^^-^U-^] preimages 
de /'"'"^ sur Qij^iB. 

Etape n. On procède ensuite par récurrence pour construire des préimages 
/^~" de /" sur QuB^ i.e. en diminuant à chaque étape légèrement le rayon de 
la boule B{p, r) de départ. A l'étape n, on a donc construit au moins 



A'* 



n-l 



> A"(l - e/2) 



branches inverses f- qui sont toutes bien définies sur la boule B' 
de rayon 



B{p, r') 



<r' = r 



1 



< Qnr, 



arbitrairement proche de r, si on choisit initialement / suffisamment grand. 

Diamètre des images. Nous souhaitons à présent estimer le diamètre des 
préimages de la boule B' = B{p,r'). Pour cela nous allons trancher B' par 
des disques holomorphes locaux Ag passant par p et estimer les diamètres 
diamf^"'{AQ) pour beaucoup de 9. 

Soit Lo' une {k — l,k — l)-forme positive fermée à coefficients dans L^{X) 
qui est lisse dans X \ {p} et telle que 



[A0]du{e) dans 5', 



oii u désigne la mesure de Fubini-Study sur l'ensemble p'^"^ des droites 
locales passant par p. On peut construire une telle forme uj' en considérant 
l'éclatement de X au point p ou, à la main, en posant 



Lo' = [Auji + dd'^{x'\.ogdist{-,p)] 



k-l 



Ici X désigne une fonction de troncature telle que x = 1 dans 2B' et 
xlogdist{-,p) G C°°{X \ {p}), et a;i > est une (l,l)-forme lisse fermée 
telle que a;i = dans B' et a;i > hors de B'. On choisit ^ >> 1 de 
sorte que la positivité de Aloi compense la négativité de dd'^\x^og dist{- , p)]. 
Observons que 

< V / {f^~'')*uj' Au< [ {pyj Aoj< C4r"A". 

, Jb' Jx 
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Il s'ensuit qu'au moins (1 — e)X^ des branches inverses f- " sont telles que 

J Aire(/r«A,)d^(e) = J^{f^~n*^' A a; < ^(5-. 

On note 7" l'ensemble de ces branches inverses et, pour i E I^, 

Af := G P'^-V Aire(/r"Ae) < ^S'" 

J.Y.Briend et J.Duval montrent dans [BrD 2] que l'estimation d'aire im- 
plique, quitte à légèrement diminuer la taille de la boule B', un contrôle de 
diamètre, 

diam(/-"A,) < C75r-/^ 9 G A^, 

pour une constante C5 > indépendante de n. Or iy{Af) > 1/2, en par- 
ticulier est de capacité projective > 1/2. Un résultat de N.Sibony et 
P.M.Wong [SW] implique alors 

diam ^/r'^^Agj < Cs^-"/^, pour tout 9 G P*^-^ 

L'estimation du diamètre de f~^B" en résulte, B" = B' /2. Nous renvoyons 
le lectcTir à [GZ 1] (Théorème 6.3) pour la définition et quelques propriétés 
de la capacité projective. □ 

Remarque 3.5 La preuve ci- dessus est une version légèrement modifiée de 
celle du Lemme 3.3 de [G 5] : dans cette dernière on supposait la variété 
ambiante projective, ce qui permet, comme dans [BrD 2], l'utilisation du 
Théorème de Bezout. On peut en fait s'affranchir de l'hypothèse de projec- 
tivité comme nous l'avons indiqué ci-dessus. Cela avait déjà été observé par 
T.C.Dinh et N.Sibony dans le cadre des applications d'allure polynomiale 
[DS 1]. 



3.3 Exemples 

3.3.1 Endomorphismes holomorphes 

Il y a beaucoup d'endomorphismes holomorphes f sur l'espace projectif 
complexe P'^'. Ils s'écrivent en coordonnées homogènes / = [Pq Pj.], 
où. les Pj sont des polynômes homogènes premiers entre eux de même degré 
d G N*, tels que n^=o(-P/- = 0) = {0}. Ils vérifient Xj{f) = , < j < k et 
sont donc de grand degré topologique dés que d>2. 

Le but de cette section est de montrer que ce sont essentiellement les seuls 
exemples "intéressants" d'endomorphismes holomorphes de grand degré to- 
pologique sur les surfaces kâhlériennes compactes. 
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Théorème 3.6 Soit X une surface kàhlérienne compacte, et f : X ^ X un 
endomorphisme holomorphe tel que Xi{f) ^ ■^2(/)- Alors on est dans l'une 
des situations suivantes : 

- soit X = P2 ; 

- soit X est un tore ; 

- soit f est un automorphisme d'entropie positive; 

- soit f préserve une fibration et X2{f) > Xi{f). 

La preuve de ce résultat nous permettra d'être beaucoup plus précis. 
Nous montrerons par exemple que dans le dernier cas, 

- soit X est une surface hyper elliptique et / préserve la fibration el- 
liptique d'Albanese (de plus que / se relève en un endomorphisme 
holomorphe sur le produit des courbes elliptiques définissant X) ; 

- soit X est rationnelle et / provient d'un endomorphisme sur un modèle 
minimal ; dans ce cas on obtient A2(/) = Ai(/)^ si X 7^ x ; 

- soit X est une surface réglée au dessus d'une courbe elliptique et / 
préserve la fibration rationnelle. 

Corollaire 3.7 Les seuls endomorphismes holomorphes tels que Xi(f) > 
^2(7) > 2 sont ceux des tores. 

On peut par contre fabriquer de nombreux exemples d' endomorphismes 
méromorphes tels Ai(/) / A2(/) sur les surfaces rationnelles et les surfaces 
de dimension de Kodaira nulle. 

Remarques 3.8 Les automorphismes d'entropie positive des surfaces ont 
été partiellement classifiés par S.Cantat [Ca 1] (voir également [M 1,3], [BK 
1] pour des exemples dynamiquement intéressants). 

Les endomorphismes holomorphes non inversibles des surfaces ont été 
étudiés par de nombreux auteurs (voir par exemple [Fu], [Na]). Sur les sur- 
faces rationnelles minimales, on peut les décrire à l'aide de coordonnées 
(bi)homogènes (voir Proposition 3.3 dans [G 1]). Ils vérifi,ent tous \2if) = 
Ai(/)^, à l'exception d'un produit direct de deux fractions rationnelles de 
degrés distincts sur P-^ x P^. Si le modèle minimal est différent de P^, l'en- 
domorphisme (ou son carré) préserve une fibration rationnelle : c'est donc 
un produit croisé, dont la dynamique est une version fibrée de la dynamique 
unidimensionnelle. Il en est de même d'un endomorphisme dans un éclaté 
X de P^ : pour que le relevé de / : P^ — > P^ soit un endomorphisme de 
X , il faut que f préserve le pinceau de droites issues du point auquel on 
éclate. En conclusion, les seuls endomorphismes holomorphes non inver- 
sibles véritablement intéressants sont ceux de P2 ./ 

Preuve du Théorème 3.6. Nous savons par le Théorème 2.14 qu'il suffit de 
s'intéresser aux cas kod{X) = et X rationnelle. Le cas des automorphismes 
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d'entropie positive (1 = A2(/) < Ai(/)) a été étudié par S.Cantat, nous 
renvoyons le lecteur à son article [Ca 1]. Nous supposons donc dans la suite 
^2{f) ^ 2. Nous allons montrer que 

- si kod{X) = 0, alors X est un tore ; 

- si X est rationnelle et tt : X — > E est Tin morphisme birationnel 
holomorphc vers le modèle minimal T, de X, alors il existe A'^ G N* et 
5 : S —> S un endomorphisme holomorphe tel que g o ir = ir o 

L'idée consiste à analyser l'action de / sur les courbes d' autointersection 
négative et d'utiliser la formule de Hurwitz f*Kx + Rf = Kx, ainsi que la 
formule d'aller-retour qui prend ici une forme particulièrement simple 

/*rc = A2(/)c. 

Il résulte par exemple de cette formule que les opérateurs /* , /* sont des 
isomorphismes sur l'espace de Néron-Severi réel NS{X,R) = NS{X) M. 
Etape 1. On va montrer qu'il existe sur X un nombre fini de courbes 
irréductibles d' autointersection négative, et qu'elles sont totalement inva- 
riantes par un itéré de /. Soit C une telle courbe et C = f{C). Alors /*C = aC 
pour un entier a € N*. Supposons qu'une autre courbe C est envoyée sur C' 
par /. Alors /*C = àC, donc 

aC = aC =: D 

puisque est un isomorphisme. Le fibre en droites associé au diviseur effectif 
D étant d'autointersection négative, il n'admet qu'une section holomorphe, 
donc C = C. On en déduit que f*C' = bC pour un entier 6 G N* tel que 
ab = A2(/). Notons que (C)^ = bC^/a < 0. 

Observons que b > 2 dans la formule précédente si et seulement si C est 
incluse dans le lieu de ramification de /. Lorsque 6 = 1, il vient a = X2{f) 
et donc 

Il s'ensuit que f^°(C) C Rf pour ttiq assez grand. 

On en déduit qu'il existe un nombre fini de courbes d'autointersec- 
tion négative. En effet une telle courbe est prépériodique, donc périodique 
puisque /* agit injectivement. Notons 

me = inf{m > 1 / r{C) = C} et iV := IIc2<o,ccR/^C. 

Alors f^C = C pour toute courbe irréductible C C Rf telle que < 0. Si C 
est une courbe irréductible d'autointersection négative qui n'est pas incluse 
dans Rf, on a /""C C Rf pour un entier m<N, donc f^f^C = /""C, donc 
f^C = C par injectivité de On en déduit que l'ensemble des courbes 
irréductibles d'autointersection négative est fini, contenu dans le support du 
diviseur U^^^/-^(iî/). Remarquons que est l'identité sur cet ensemble. 
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Etape 2. Quitte à changer / en f^, on peut donc supposer que chaque 
courbe d'autointcrsection négative est totalement invariante. Si une courbe 
irréductible lisse C ~ est d'autointcrsection —1, on peut la contrac- 
ter. L'endomorphisme / descend alors en un endomorphisme holomorphe 
puisque C est totalement invariante. On se ramène ainsi à travailler sur le 
modèle minimal de X. Inversement, pour pouvoir éclater un point et ob- 
tenir un endomorphisme holomorphe dans l'éclaté, il faut que le point soit 
totalement invariant. 

Lorsque kod{X) = 0, il est facile de vérifier qu'il n'y a pas de point to- 
talement invariant et que les endomorphismes holomorphes vivent donc sur 
le modèle minimal. En effet, supposons le contraire et soit X un tel modèle 
minimal, / : X — > X un endomorphisme holomorphe de degré topologique 
A2(/) > 2, TT : y — s- X l'éclatement de X en un point p,ét g -.Y l'endo- 
morphisme induit par / sur Y . On note E = 7r~^{p) le diviseur exceptionnel. 
Rappelons que 12Kx = puisque kod{X) = (voir [Bea]) et que / est non 
ramifié (voir section 2.4.2). Les formules de Hurwitz 12£' = 12Rt^ = VlKy, 
12g* Ky + l^Rg = 12Ky combinées à la relation de commutation irog = /ott 
et à la relation d'invariance g*E = ^J\2{f)E donnent donc 

ce qui est contradictoire. 

Comme les surfaces K?> sont simplement connexes, elles n'admettent au- 
cun endomorphisme holomorphe de degré topologique > 2. Tout endomor- 
phisme holomorphe d'une surface d'Enriques se relève en un endomorphisme 
holomorphe de la surface associée, et est donc un automorphisme. Fi- 
nalement, les endomorphismes holomorphes non inversibles des surfaces de 
dimension de Kodaira nulle ne peuvent exister que sur les tores et les surfaces 
hyperelliptiques. Il est facile de construire de tels exemples dans les deux cas. 
Dans le cas des surfaces hyperelliptiques, l'endomorphisme préserve la fibra- 
tion d'Albanese : c'est un produit croisé qui vérifie donc A2(/) > Ai(/) (cf 
Lemme 2.15). Les tores admettent toujours des endomorphismes de grand 
degré topologique (via une homothétie de rapport entier), et parfois des 
endomorphismes de petit degré topologique (voir Exemple 2.17). 

Etape 3. Il reste à traiter le cas des surfaces rationnelles. D'après ce qui 
précède, on peut, lorsque A2(/) > 2 se ramener au cas d'un endomorphisme 
sur un modèle minimal, i.e. ou une surface de Hirzebruch F„, n G N\{1}. 
Le cas de P^ est bien connu, on obtient \2{f) = Ai(/)^ > Ai(/). Celui de F„, 
n > 2 est décrit dans [G 1] : on obtient également A2(/) = Ai(/)^ ; dans ce 
cas / préserve la fibration rationnelle. Le cas de Fq = P"*^ x P^ est décrit dans 
[FaG] : soit / est un produit direct d 'endomorphismes /i,/2 de P^ de degré 
(ii,d2 auquel cas Ai(/) = max((ii,(i2) et A2(/) = did2 > Ai(/) (on ne peut 
alors obtenir un endomorphisme holomorphe dans un éclaté que si di = d2, 
donc A2(/) = Ai(/)^) ; soit / est la composée d'un endomorphisme du type 
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précédent et de l'involution (x, y) i— > {y,x), dans ce cas Ai(/) = -y/dïd^ et 

A2(/)=M2 = Ai(/)2. □ 



L'étude des endomorphismes holomorphes non inversibles fait l'objet de 
plusieurs travaux récents (voir [PS], [ARV], [Bea 2], [Fu], [A], [AC 2]). On 
s'attend à ce qu'il y en ait peu qui soient cohomologiquement hyperbo- 
liques, hormis ceux de l'espace projectif complexe. Nous renvoyons le lec- 
teur intéressé à l'article de S.Cantat [Ca 2] (ainsi qu'aux références qu'il 
contient), pour une justification de cette attente dans le cas des variétés ho- 
mogènes. Nous étudierons la dynamique des endomorphismes holomorphes 
inversibles (automorphismes) dans la section 5.2. 

3.3.2 Endomorphismes polynomiaux de C'^ 

Les endomorphismes polynomiaux de C'^ de la forme 

f{zi,...,Zk) = {Pl{zi), P2{ZI, Z2), . . . , Pk{zi, . . . , Zk)), 

on les Pj sont des polynômes de degré dj > 2 en zj s'étendent en des 
endomorphismes méromorphes de ¥^ tels que 

A/(/) — ™^ dii ' " di,; en particulier Xk{f) > max A,(/). 

ii<---<il j<k—l 

Ces endomorphismes ont été étudiés par de nombreux auteurs (voir par 
exemple [ He], [Se], [J 1,2], [FaG]), notamment en dimension deux : l'analyse 
de leur dynamique est en effet simplifiée par le fait que ces produits croisés 
préservent les feuilletages linéaires {zi = ci, . . . , zj = Cj}. 

Nous montrons en particulier dans [FaG] que la mesure d'entropie maxi- 
male fif peut être exprimée comme un produit extérieur 

Hf = dd^Gi A • • ■ Add^Gk, 

où Gi est une fonction plurisousharmonique continue dans telle que 
Gi o / = AiGi (la fonction de Grccn dynamique de /, introduite par 
J.E.Fornaess et N.Sibony dans [FS 2,3,4]), G2 est une fonction de Green par- 
tielle définie uniquement sur le support de dd'^Gi qui vérifie G2o/= ^62, 
etc. L'intérêt de cette construction réside dans le fait que l'on sait contrôler 
le module de continuité des fonctions Gi (dans l'esprit de la Proposition 1.2, 
voir [DG]) et que cela donne par exemple des informations sur la dimension 
de HausdorfF du support de la mesure fif. Lorsque / : C'^ — >^ C'^ s'étend en 
un endomorphisme holomorphe de P*', on obtient en fait Gi = • • • = Gk 
et la construction est due à J.E.Fornaess, N.Sibony [FS 2] et J.H.Hubbard, 
P.Papadopol [HP 1]. Lorsque l'extension de / a des points d'indétermination 
à l'infini, on obtient {dd'^Gi)^ = dans C*^ et il devient nécessaire de 
construire des fonctions de Green partielles. 
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La construction de fonctions de Green partielles a été étendue dans [G 1] 
à certains endomorphismcs polynomiaux de qui ne sont pas des produits 
croisés (voir Exemple 4.1), et cette approche a été généralisée en dimension 
supérieure dans [DS 2]. 

Les applications concernées sont cependant d'un type particulier : il faut 
un contrôle précis de la croissance de / sur le support du courant ddPGi, 
ce qui n'est pas toujours possible (voir [DiDS]). On s'en rend déjà compte 
en considérant les endomorphismcs polynomiaux / = (Pi,P2) quadratiques 
de C^, i.e. ceux tels que max(degPi,degP2) = 2. Ils sont classifiés dans [G 
3], à conjugaison près, en fonction de leurs degrés dynamiques (Ai, A2) : on 
obtient cinq familles telles que A2 > Ai et quatre possibilités pour les couples 
de degrés, 

(V2,2), (^^^,2^ , (2,3), et (2,4). 
Nous renvoyons le lecteur au Théorème 2.1 de [G 3] pour plus de détails. 

3.3.3 La méthode de Newton 

Si l'on souhaite trouver les racines du système d'équations polynomiales 

w = P{z) et z = Q{w), 

où P, Q sont des polynômes de degré p,q > 2, il est naturel d'utiliser la 
méthode de Newton qui consiste à itérer l'application rationnelle / définie 
pour {z, w) G par 

( P{z) -w\ 

V Q{w) -z )■ 

C'est un problème mentionne par J.E.Fornaess et N.Sibony dans [FS 4], qui 
a été étudié par J.-H.Hubbard et P.Papadopol [HP 2]. Ces derniers montrent 
que / induit un endomorphisme 1-stable de tel que 

Ai(/) = r-i(/)=p + g-l et X2{f)=pq>Xi{î), 

et entament une étude systématique de la dynamique de /. 

Le Théorème 3.1 fournit une mesure canonique d'entropie maximale 
= logA2(/) qui ne charge pas les ensembles pluripolaires. En particulier 
lif ne charge pas les points d'indétermination : cela répond à une question 
d'A.Russsakovskii et B.Shiffman [RS]. On trouvera dans [HP 2] une preuve 
géométrique très élégante de ce dernier point, due à A.Douady. 
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3.3.4 Variétés non rationnelles 

Rappelons qu'une variété projective X de dimension k est dite unira- 
tionnelle s'il existe une application méromorphe dominante ^ : X. 
Lorsque dimc X < 2, toutes les variétés unirationnelles sont en fait ration- 
nelles (Théorème de Castelnuovo, voir e.g. corollaire V.5 dans [Bea]). Ce 
n'est plus vrai en dimension > 3 : V.A.Iskovskikh et Yu.A.Manin [IM] ont 
montré que les quartiques lisses de sont des variétés unirationnelles dont 
le groupe d'endomorphismes birationnels est fini. Elles ne sont donc pas ra- 
tionnelles. On peut vérifier qu'elles n'admettent pas d'endomorphisme holo- 
morphe non inversible (voir[ARV]), bien qu'elles admettent de nombreux en- 
domorphismes méromorphes dynamiquement intéressants, comme le montre 
l'exemple suivant, dû à F.Campana, qui est mentionné dans [DS 1]. 

Exemple 3.9 Soit X une variété projective : on peut la plonger dans un 

espace projectif puis projeter sur un k-plan générique : autrement dit 
on dispose toujours d'une application méromorphe dominante p : X ^ P'^. 
Supposons que X est unirationnelle, on fixe : ^ X une application 
méromorphe dominante. Soit alors g -.f^ un endomorphisme ration- 

nel. Il induit des endomorphismes méromorphes sur X, 

f := <è o g> o p^ où j eN. 

Il résulte de la Proposition 2. 6 qu 'il existe Cx > 1 telle que pour tout j G N, 
et pour tout l < l < k, 

Hf) < C],ri{^)ri{p)n{9^). 

Or pour l = k, on obtient bien sûr Xk{f) = Xk{^)Xk{p)Xk{gy ■ On en déduit 

que si g a un grand degré topologique -i.e. si \k{g) domine tous les autres 
degrés topologiques-, alors Xk{f) domine tous les autres degrés dynamiques 
de f, pourvu que j soit choisi assez grand. 

3.4 Autres développements 

Nous concentrons nos efforts dans ce mémoire sur la construction d'une 
mesure d'entropie maximale, et cherchons à établir quelques unes de ses 
propriétés ergodiques, en relation avec la conjecture énoncée dans l'intro- 
duction. Il y a bien entendu de nombreuses autres directions de recherche : 
on peut s'intéresser à des propriétés plus fines de cette même mesure (dimen- 
sion, régularité), ou étudier d'autres mesures qui rendent mieux compte de 
la géométrie des ensembles de Julia (mesures conformes). On peut également 
s'intéresser à la façon dont tous ces objets dépendent d'un paramètre. Nous 
passons en revue dans cette section quelques unes des directions qui ont été 
en partie explorées. 
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3.4.1 Dimension et exposants de Lyapunov 

Nous avons mentionné à plusieurs reprises qu'il existe un lien entre la 
rcgTiIarité des potentiels de la mesure /i j et la dimension ponctuelle de celle- 
ci. Rappelons que la dimension de Hausdorff de fj,f est 

dim(/xj) := mî{dim.H{Y) /Y borélien tel que lJ-f{Y) = 1}, 

où dim//(y) désigne la dimension de Hausdoriî du borélien Y. La dimension 
ponctuelle supérieure de /x/ au point p est 

log fifB{p,r) 



dim(/x/,p) := limsup 



log r 



On définit de façon analogue la dimension ponctuelle inférieure dim(/ij,p). 
Nous renvoyons le lecteur au livre de Y.Pesin [Pe] pour plus de renseigne- 
ments sur ces notions. Il résulte de la Proposition 1.2 et du corollaire 1.4 
que, lorsque A; = 1, 

dim iuf, p) > ^TTT) pour tout point p G X; 

XtopU) 

en particulier dim(/x/) > logX/xtopif)- C'est le "principe de distribution de 
masse" (voir [Pe] p43). On peut en fait raffiner ces estimations et obtenir la 
formule de F.Ledrappier [L], A.Manning [Ma] et R.Mane [Mn] ; 

dim(///) - ^^^^ 



x(m/) 

Cette formule a été partiellement généralisée en dimension supérieure, dans 
le cadre des endomorphismes de grand degré topologique (voir [BiDeM], 
[DiD]). T.C.Dinh et C.Dupont [DiD] obtiennent notamment l'encadrement 

logW) . E-=lXi(M/)-l0gAfc(/) 

— ^ < dim(/// <2k — ^ , (3.2 

où Xi(m/) ^ ■ ■ ■ ^ Xfc(A*/) désignent les exposants de Lyapunov de fif. 

Nous avons vu (Théorème 3.3.2) que ceux-ci sont tous au moins égaux 
à ^ log Afc(/)/A/c_i(/). Il est naturel de s'intéresser au cas extrémal où les 
exposants sont minimaux, i.e. lorsque 

Xii^f) = ■■■ = Xkii^f) = \ log[Afc(/)/Afc_i(/)]. 

C'est un problème qui a été étudié par plusieurs auteurs (voir par exemple 
[L], [Z], [BeL], [BeD], [Ca 3]). Les résultats obtenus jusqu'ici nous incitent à 
poser la question suivante : 
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Question 3.10 Soit f : X ^ X un endomorphisme méromorphe de grand 
degré topologique, Xk{f) > inaxj<fc_i Aj(/). Les propriétés suivantes sont- 
elles équivalentes ? 

1. Les exposants de Lyapunov de fij sont tous égaux à ^ log Afc(/)/Afc_i(/). 

2. La dimension de Hausdorff de fif est égale à 2k et les degrés dyna- 
miques vérifient Xj (/) = Ai (/)■' . 

3. La mesure jif est absolument continue par rapport à la mesure de 
Lebesgue et les degrés dynamiques vérifient \j (/) = Ai (/)■' . 

4- f est un exemple de Lattes. 

Un endomorphisme est un exemple de Lattes s'il existe un tore complexe 
compact A de dimension un groupe fini G d'automorphismes de A et une 

dilatation affine F àc A tels que 

1. F passe au quotient en un endomorphisme de la variété A/G ] 

2. il existe une application birationnelle tï : X ^ A/ G t.q. n o f = F o n. 

Le lecteur trouvera dans [Mi 2] une classification complète des exemples de 
Lattes en dimension 1. A.Zdunik [Z] a montré dans ce contexte que la réponse 
à la question 3.10 est positive. C.Dupont donne dans [Dup] imc classification 
partielle des exemples de Lattes en dimension deux. C.Dupont, F.Bcrteloot 
et J.-J.Loeb ont donné une réponse positive à la question 3.10 lorsque / est 
un endomorphisme holomorphe de l'espace projectif complexe X = (voir 
[BeL], [BeD], [Dup 2]). Leur travail a été généralisé par S.Cantat [Ca 3] au 
cas des endomorphismes méromorphes des surfaces. La question reste donc 
ouverte pour les endomorphismes méromorphes en dimension > 3. Nous 
donnons ci-dessous quelques indications qui permettent de justifier la partie 
la plus simple de ces équivalences. 

Eléments de réponse. Supposons pour commencer que les exposants de Lya- 
punov sont minimaux. Il résulte alors de l'inégalité de Ruelle-Margulis que, 

k 

k log(Afc/Afe_i) = 2 ^ Xi > log Xk = V (/)• (3-3) 

Ainsi logAfc_i < (1 — l/k)log X^, ce que l'on peut réécrire 

log Ajt_i = log A(i_i/fe).fc+i/fc.i < (^1-^^ log Afe + ^ log Ao, (3.4) 

puisque Ao(/) = 1. Or l'application j i-^ logAj(/) est concave (Théorème 
2.4.a). Il y a donc égalité dans toutes les inégalités précédentes : l'égalité 
dans (3.4) implique que Xj{f) = Xi{fy pour tout < j < k, et l'égalité 
dans (3.3) implique - par les travaux de F.Ledrappier [L] - que /i/ est 
absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue. Nous avons donc 
obtenu l'implication (1) =^ (3) de la question 3.10. 
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L'implication (3) =4> (2) est évidente. Nous montrons à présent que (2) =^ 
(1). Comme est de dimension maximale 2k, la majoration dans (3.2) 



montre que 2^^^-^Xj = logA^, donc fif est absolument continue par rap- 
port à la mesure de Lebesgue. La relation algébrique Xj{f) = Ai(/)-^ montre 
que les exposants de Lyapunov sont tous minorés par ilogAi(/), donc 
^Ylj=iXj ^ A;logAi = logAfe. Toutes ces inégalités sont donc des égalités, 
en particulier les exposants de Lyapunov sont tous égaux à ^ log Ai = 
ilog Afc/A?,._i. 

Lorsque / est un exemple de Lattès, les assertions (1),(2),(3) sont tri- 
vialement vérifiées. La partie difficile des travaux cités ci-dessus consiste à 
montrer la réciproque à cette dernière implication. Nous renvoyons le lecteur 
aux articles originaux. □ 

Remarque 3.11 La preuve de S.Cantat [Ca 3] s'appuie malheureusement 

sur la classificaMon de Kodaira des surfaces et ne passe donc pas en di- 
mension supérieure. Notons que l'hypothèse algébrique Xj{f) = Ai(/)-^ faite 
en (2), (3) est essentielle : S.Cantat donne un exemple d'endomorphisme 
méromorphe sur une surface K3 dont la mesure fXf est lisse, mais qui ne 
provient pas d'un endomorphisme affine d'un tore (voir Théorème C dans 
[Ca 3]). 

Rappelons que la dimension de HausdorfF de fif est en général difFcrcntc 
de la dimension de HausdorfF de son support : pour un polynôme f(z) = 
+ a\-2Z'^~^ + • • • -|- ao de degré A > 2, on obtient 

alors que l'ensemble de Julia Jf = Supp/ij peut être de dimension de Haus- 
dorfF égale à 2 (voir [Shi]). Mentionnons à ce sujet que X.BufF et A.Chéritat 
[BuC] ont exhibé de nombreux exemples de polynômes quadratiques pour 
lesquels Jf est de mesure de Lebesgue strictement positive. 

Si l'on s'intéresse à des propriétés géométriques fines du support de /U/, 
il faut donc étudier d'autres mesures invariantes que /x/ : c'est un des objets 
du formalisme thermodynamique et nous renvoyons le lecteur à [Zi], [DPU] 
pour quelques résultats dans cette direction (en dimension 1). 

3.4.2 Ensemble exceptionnel 

Il résulte du Lemme 3.4 que si un point a n'appartient pas à l'ensemble 
postcritique PC{f) = Uj>if^{Cf), alors 

/"(p)=a 
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où Ep désigne la masse de Dirac au point p. On appelle ensemble exceptionnel 
£f l'ensemble des points a pour lesquels la convergence (3.5) n'a pas lieu. 

Lorsque k = 1, il résulte du Lemme 1.9 et du Théorème 1.10 que £f est 
un ensemble fini constitué d'au plus deux points. Lorsque k >2, l'ensemble 
£f n'est plus nécessairement algébrique car il contient l'orbite des points sur 
lesquels une courbe est contractée (voir Remarque 6.5 dans [G 3]). Plusieurs 
auteurs se sont cependant intéressés à la caractérisation de l'ensemble £f 
lorsque / : P*' — >■ P'^ est un endomorphisme holomorphe : 

- J.E.Fornaess et N.Sibony ont montré [FS 3] que £f est un ensemble 
pluripolaire ; 

- J.Y.Briend et J.Duval ont montré [BrD 2] que £f est un ensemble 
algébrique, et que c'est le plus grand sous-ensemble algébrique totale- 
ment invariant ; 

- J.Y.Briend, S.Cantat et M.Shishikura montrent dans [BCS] que £f est 
constitué d'une union finie de sous-espaces linéaires de P^, généralisant 
plusieurs résultats partiels dans cette direction (voir les références dans 
[BCS]). 

Une étude fine de l'ensemble £f a été entreprise par C.Favre et M. Jonsson 
dans [FaJ 1] lorsque k = 2. On s'attend notamment à ce que le nombre de 
points totalement invariants (i.e. les composantes £j de dimension de £f) 
soit au plus égal à 3. E.Amerik et F.Campana ont obtenu dans [AC 1] la 
majoration ji < 9. T.C.Dinh et N.Sibony montrent dans [DS 1], corollaire 
3.2.8, que ^ £f < 3 lorsque / : P^ — s- P^ provient d'un endomorphisme 
polynomial de C^. 

3.4.3 Espace des peiramètres 

Il est intéressant d'étudier la façon dont les objets construits jusqu'ici 
(mesure fj,f, exposants Xjif^f)^ ensemble de Julia, etc) dépendent de l'endo- 
morphisme /. 

Lorsque / = /j : P^ ^ P^ est une famille de fractions rationnelles de 
degré A > 2 qui dépend holomorphiquement d'un paramètre t e M - M une 
variété complexe de dimension m ~, nous avons observé dans la section 1.3 
que l'exposant de Lyapunov xif^ft) ^^^'^ fonction plurisousharmonique et 
Hôlder-continue du paramètre t. L'étude des mesures de bifurcation (dd'^x)™' 
fait l'objet de plusieurs travaux récents (voir [DeM], [BaBe], [DuF]). Lorsque 
ft{z) = +t est la famille des polynômes quadratiques (m = 1), la mesure 
dd^X est précisément la mesure d'équilibre de l'ensemble de Mandelbrot qui 
a été abondamment étudiée (voir [CG], [Mi 1]). 
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3.5 Généralisations 



La dynamique des endomorphismes transcendants de C'^ est un sujet dif- 
ficile qui nécessite l'utilisation de techniques différentes de celles présentées 
dans ce mémoire. Il y a cependant une situation intermédiaire entre le monde 
des endomorphismes polynomiaux et celui des endomorphismes transcen- 
dants de C''' de grand degré topologique : c'est celui des applications d'allure 
polynomiale étudiées par T.C.Dinh et N.Sibony dans [DS 1]. 

Définition 3.12 Soit V un ouvert connexe de C*' (ou d'une variété de 
Stein) et U GG V un ouvert relativement compact. On appelle application 
d'allure polynomiale toute application 

f : U ^ V holomorphe, propre, 

de degré topologique A > 2. 

Ces applications ont été introduites en dimension 1 par A.Douady et 
J.H.Hubbard [DH]. Dans ce cas elles sont conjuguées, dans un voisinage de 
l'ensemble de Julia rempli 

Kf ■= n„>o/-"(y), 

à un polynôme de degré A. Ce n'est plus vrai en dimension supérieure comme 
l'ont observé T.C.Dinh et N.Sibony (voir Exemple 3.4.11 dans [DS 1]). Ces 
derniers ont mené à bien une étude systématique de la dynamique de ces 
applications. Ils obtiennent notamment : 

Théorème 3.13 Soit f : U ^ V une application d'allure polynomiale. Il 
existe une mesure de probabilité invariante fJ-f à support dans dKf telle que 

pour toute mesure de probabilité lisse v dans V. 

La mesure fj,f est mélangeante, d'entropie maximale = logA. 

Notons que l'image inverse f*u d'une mesure de probabilité u (pas nécessai- 
rement lisse) est bien définie par dualité car / est une application propre qui 
est un revêtement ramifié : si x 6st une fonction continue à support compact 
dans U, alors 

f*x{x) ■■= x{y) 

est une fonction continue à support compact dans f~^U C U CC V. On 
compte ici les préimages avec multiplicité. 



68 



Esquisse de preuve. Soit u une mesure de probabilité lisse dans V. La conver- 
gence de A~"(/")*z^ est équivalente à la convergence de A~"(/")*x dans 
L^(z/), pour toute fonction test x (fonction lisse à support compact). Or une 
telle fonction peut s'écrire comme différence de deux fonctions psh bornées. 
Il suffit donc d'établir la convergence de X~'^{f'^)^ip, pour toute fonction ip 
psh bornée (bornée au voisinage de Kf suffit bien sûr). 

L'observation de T.C.Dinh et N.Sibony qui est la clef de ce résultat (cf 
Lemme 3.2.2, [DS 1]) est que le principe du maximum garantit une telle 
convergence. Plus précisément, si V' est une fonction psh dans V telle que 
\'~^f*ip > alors 

supV' > sup— /*V' > suptp, 
U V ^ V 

donc i/j est constante. 

Appliquons ceci à la convergence de la suite (pn ■= A~"'(/"')*93. Comme 
f est bornée, la suite (fn) est uniformément bornée par ||(/?||ioo. On peut 
donc extraire une sous-suite convergente {^Pnj) qui converge dans L^iv) vers 
une valeur d'adhérence ijj. Montrons que est constante, égale h Cip = 
(limsup (/?„)*, où (•)* désigne la régularisation supérieure, ce qui assurera 
Cip dans L^^f)- Posons ijjQ := (limsup (/?„)*. Alors = c<^ 6st 
constante, par le principe du maximum car A~^/*V'o > V'o- Si î/j 7^ c<^, 
alors il existe e > tel que < c<^ — 2e sur U, donc ipnj < c,^ — £ sur /"^U, 
par le lemme de Hartogs. Mais alors <Pp+nj ^ — £ pour tout p > 1, donc 
V'o ^ — £, contradiction. Notons que l'ensemble {x j linisup(/?„(.T) < c^p\ 
est pluripolaire, il y a donc convergence presque partout (pour la la mesure 
de Lebesgue) de la suite ^Pn{'^) vers c^p. Nous verrons plus loin (Lemme 3.14) 
que la suite ((/?„) converge vers c^p dans L^(^j). 

Il résulte de l'analyse précédente que si x est une fonction test quel- 
conque, alors Xn '■= -^~"(/"')*X converge presque partout et dans L^{i^) vers 
une limite qui dépend linéairement de x- H s'ensuit que 

/x/:X^c^ = lim(A-«(r)V,x) 

est une mesure de probabilité bien définie. Elle ne dépend pas du choix de 
u puisque Xn converge presque partout vers c^. Si on part d'une mesure u à 
support compact dans V \U, on obtient que Supp/// C dKf. 

Observons que f*Hf = A/x/. Pour montrer le mélange, il faut vérifier que 
si x,V' sont des fonctions test, alors 

In ■= iX ° /"V', /"/) ' CxCxjj, oùc^ = J xd/J'f, (^^= j ^dfif. 

La relation fonctionnelle = ^fJ-f permet de réécrire sous la forme 

In = {xiJ'îAn), avec V-n := -4;(/")*V'- 
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Il résulte du lemme de Hartogs (voir Lemme 3.14 ci-dessous) que ipn converge 
vers dans L'^{fif). On en déduit la convergence annoncée. 

Il reste à vérifier que est d'entropie maximale. On introduit les degrés 
dynamiques 

Xi{f) = limsup[ôi{r,u;)f^, où ôi{f,u) := [ /*a;^-'Aa;', 

n—^+oo Ju 

et Afc(/) = A est le degré topologique de /. La majoration de M.Gromov 
(voir Théorème 2.8) et le principe variationnel donnent hnj,{f) < htopif) < 
maxi<j<fc log Aj(/). Or A = Xkif) domine tous les autres degrés dynamiques. 
En effet comme V est Stein on peut choisir une forme de Kàhler eu qui s'écrit 
LU = d(F^, oii $ est une fonction lisse strictement psh. Comme A^"(/")^$ 
converge vers c$, il vient 

5fe_i(r,u;)= / (r).dd^$Au;'=-^ = o(A"), 
Ju 

car A~'^(/")*dd'^$ converge faiblement vers 0. Les autres degrés dynamiques 
se majorent de façon similaire (voir corollaire 3.3.4, [DS 1]). Ainsi 

K,{f)<htop{f) <\ogX. 

La minoration h^^.{f) > log A est une conséquence de ce que est de jaco- 
bien constant = A et ne charge pas les valeurs critiques de / (voir Proposition 
2.9, ainsi que le Théorème 2.3.L(2) dans [DS 1]). □ 

Lemme 3.14 Soit f une fonction psh bornée dans U. Alors := A~'^(/")*(/5 
converge dans L'^(iif) vers c^^ = J (pd^f. 



Preuve. Fixons £ > et posons := {|(^„ — C;p| > e}. Le lemme de Hartogs 
assure que < c^p + e'^ pour n assez grand, d'oii 0.^ := < c<^ — s}. On 
a donc pour n>n^ » 1, 

fJ-fi^n) - \ j \^'^~ c^\dfJ-f <£ + ^ J[c^ + e^ - (pn]dfJ,f = 2e, 

car j (pndfif = . Comme la suite (</?„) est uniformément bornée (||(/3„||loo < 
||'/^||l°°), on en déduit 

J \<Pn- c^l'^dfXf <e'^ + 2e\\(p\\L'=°, 
d'oii le résultat. □ 



Remarque 3.15 T.C.Dinh et N.Sibony montrent que la convergence de 
A-"(r) vers c^p dans L'^[iJ,f) implique que jif est K -mélangeante (voir 
Proposition 2.2.2, [DS 1]). 
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Une difficulté importante, comme dans le cas des endomorphismes méro- 

morphcs, est de montrer que fif n'est pas trop singulière, par exemple qu'elle 
intègre les fonctions psh. Ce n'est pas toujours le cas comme le montre 
l'exemple suivant (Exemple 3.10.3 dans [DS 1]). 

Exemple 3.16 Considérons / : {z,w) G i-^ {3z,Q{w)) G C^, où Q est 
un polynôme de degré A > 2. Soit 

Vr := {{z,w) G C"^ /\z\,\w\ < R} . 

Alors f : Ur := f~^Vji — > Vr définit, pour R » 1 assez grand, une 
application d'allure polynomiale telle que fj,f est portée par le sous-ensemble 
analytique {z = 0) ; en particulier log \z\ ^ L^^jif). 

Dans cet exemple, on a Afc-i(/) = A. T.C.Dinh et N.Sibony montrent 
(corollaire 3.9.9, [DS 1]) que l'inégalité Xk^i{f) > A = Xk{f) est une condi- 
tion nécessaire pour que ^ f intègre les fonctions psh ( "/i j est PLB" ) et que la 
condition "/xj est PLB" est stable par petites perturbations (corollaire 3.9.7, 
[DS 1). En particulier les petites perturbations d'un endomorphisme po- 
lynomial f : C'^ C'^ qui s'étend holomorphiquement à définissent des 
applications d'allure polynomiale : /^^Vr —>■ Vr pour iî >> 1 telles que 
lif^ est PLB. 

Sous une telle condition T.C.Dinh et N.Sibony établissent les principales 
propriétés ergodiques de la mesure // / : 

- ses exposants de Lyapunov sont strictement positifs, > ^ log A/A^-i ; 

- les points périodiques répulsifs s'équidistribuent selon /if ; 

- il y a décroissance exponentielle des coefficients de corrélation. 
Nous renvoyons le lecteur à [DS 1] pour la preuve de ces résultats. 

Ces auteurs ont également étudié [DS 8] des problèmes d'équidistribution 
pour les correspondances méromorphes. Une correspondance méromorphe 

/ \ 
X ^ X 

est la donnée d'un graphe F^, sous-ensemble analytique de X"^ , et de deux 
projections holomorphes surjectives 7ri,7r2. Lorsque tti est génériquement 
injective (i.e. injective hors d'un sous-ensemble analytique propre), on re- 
trouve la notion d'endomorphisme méromorphe. On peut définir des degrés 
dynamiques associés à une telle correspondance et montrer l'existence d'une 
mesure canonique Hf lorsque la correspondance a un grand degré topolo- 
gique (voir corollaire 5.3, [DS 8]). 

T.C.Dinh et N.Sibony obtiennent aussi des résultats d'équidistribution 
généraux qui s'appliquent aussi bien au cas des transformations méromorphes 
qu'à celui de l'itération aléatoire (voir Théorème 1.2, [DS 8]). 
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Chapitre 4 



Petit degré topologique en 
dimension deux 

Dans ce chapitre nous supposons que X est une surface -i.e. de dimension 
complexe 2- et f : X ^ X est un endomorphisme méromorphe de petit 
degré topologique, i.e. Ai(/) > A2(/). 

4.1 Bon modèle 

Le premier problème auquel nous sommes confrontés est celui du calcul 
effectif du degré dynamique Ai (/), qui est défini par une limite -contrairement 
à A2(/). Il se peut très bien par exemple que ri{f) soit plus grand que le 
degré topologique A2(/), bien que A2(/) > Ai(/). Plus sérieusement, nous 
n'avons pas seulement besoin de connaître la valeur de Ai(/) pour la com- 
parer à celle de A2(/), mais, lorsque Ai(/) > A2(/), il est important de 
contrôler la croissance de la norme ||(/")*|| sur H^'^{X,W) (cf section 2.3) : 
est-ce que la croissance est de l'ordre de Xi{f)"', ou bien fait-elle apparaître 
également des termes polynomiaux n*Ai(/)"? Nous nous proposons dans 
cette section d'apporter des éléments de réponse à ces questions. 

Définition 4.1 On dit que f : X ^ X est 1-stable si l'action linéaire 
induite par f* sur H^'^{X,'R) est compatible avec la dynamique, i.e. si pour 
tout neN, ona (/")* = (/*)". 

Considérons l'endomorphisme polynomial de C^, 

/ : {z, w) eC'^<-^ {zw + ci,z + C2) e 

C'est un endomorphisme birationnel de C^, i.e. son degré topologique A2(/) 
est égal à 1. On peut calculer à la main Ai(/) = , mais nous allons 

retrouver cette valeur d'une autre façon. On peut considérer l'extension 
méromorphe de rcndomorphisme / à n'importe quelle compactification lisse 
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de C^. Notons 5 : ^ son extension à P^. Elle induit une action linéaire 
g* sur l'espace H^'^{F^,C) - C qui est engendré par la classe d'une droite 
projective L. On vérifie que g*L ~ 2L et {g^)*L ~ 3L, donc g n'est pas 
1-stable. 

Considérons à présent h : P^ x P^ — > P^ x P^ l'extension méromorphe de / 
à Pi xPi. Elle induit une action linéaire h* sur l'espace ^^'^(pi xP^ C) ~ 
qui est engendré par la classe d'une droite verticale Lz = {z = 0) et celle 
d'une droite horizontale = {w = 0). On obtient 

h*Lz ^ Lz + Lyj et h* ~ Lz, 

donc l'action de h* est donnée, dans la base {Lz,Lyj) par la matrice = 
I J . L'application h est 1-stable (voir le critère 4.4), ce qui assure 

Ai(/) = Xi{g) = \i{h) = ri{h) = rayon spectral de Ah = — y^- 

Cela résulte de l'observation élémentaire suivante. 

Observation 4.2 Si f : X ^ X est 1-stable, alors ri{f) = Ai(/). 

Comme Ai(/) est invariant par conjugaison biméromorphe, il est naturel 
de se demander si l'on peut toujours effectuer un changement biméromorphe 
de coordonnées ~ et donc remplacer X par une variété biméromorphiquement 
équivalente X - de telle sorte que l'endomorphisme / induit par / sur X 
soit 1-stable. Ce n'est pas toujours possible, sans condition sur les degrés 
dynamiques, comme l'a montré C.Favre dans [Fa 2] en analysant le cas des 
endomorphismes toriques de dimension 2 : il existe des endomorphismes 
toriques qui ne peuvent jamais être rendus 1-stables. Les endomorphismes 
concernés vérifient A2(/) = Ai(/)^ > Ai(/), ce qui motive la 

Question 4.3 Soit f : X ^ X un endomorphisme tel que Ai(/) > A2(/). 
Peut- on effectuer un changement biméromorphe de coordonnées n : X ^ X 
de sorte que l'endomorphisme f := Tr~^ o f o tt : X ^ X soit 1-stable ? 

On dispose d'un critère algébrique simple pour détecter la 1-stabilité, 
comme l'ont observé J.E.Fornaess et N.Sibony lorsque X est un espace pro- 
jectif complexe [FS 4]. 

Proposition 4.4 Un endomorphisme f : X X est 1-stable si et seule- 
ment si aucune courbe C n'est contractée par un itéré /" sur un point 
d 'indétermination. 

Preuve. Supposons qu'une courbe C est contractée par sur un point 
p E If. On peut supposer, quitte à changer / en que n = 1. Soit uj 
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une forme de Kàhler. Alors f*uj est un courant positif fermé de bidegré 
(1, 1) sur X qui a un nombre de Lelong positif au point p. Il s'ensuit que 
f*{f*Lo) est un courant qui charge la courbe C. Or est par définition 

une forme différentielle à coefficients localement intégrables : elle coïncide 
presque partout avec f*{f*uj) mais ne charge pas la courbe C. On en déduit 
que les classes de cohomologic et (/^)*{aj} sont différentes. 

Réciproquement supposons qu'aucune courbe n'est contractée sur un 
point d'indétermination. Alors les ensembles /""(//) sont tous de codimen- 
sion > 2. Soit 6 une forme différentielle lisse fermée de bidegré (1,1). Par 
définition, f*{f*0) et {f'^)*9 coïncident hors de If U f~^If. Comme les en- 
sembles de codimension > 2 sont négligeables pour les courants de bidegré 
(1, 1), on en déduit que ces formes coïncident partout. Ainsi (/*)^ = (/^)* 
et on montre de même que (/*)" = (/")* pour tout n. □ 

Dans l'exemple polynomial f{z, w) = {zw + ci, z + C2) vu plus haut, les 
points d'indétermination sont situes dans le diviseur à l'infini. Les seules 
courbes qui peuvent être contractées sur un point d'indétermination sont les 
composantes irréductibles de ce diviseur. On vérifie ainsi que h{w = 00) = 
{z = 00) et h{z = 00) = (00,00), or le point (00,00) est un point fixe qui 
n'est pas un point d'indétermination pour h, donc h est 1-stable. 

Ce critère est également facile à vérifier sur les surfaces de dimension 
de Kodaira nulle. On a vu à la section 2.4.2 que si X est une surface mini- 
male de dimension de Kodaira nulle, alors / est non-ramifié. Or les seules 
courbes susceptibles d'être contractées sur un point d'indétermination sont 
les courbes de l'ensemble critique. Comme celui-ci est vide, on en déduit 
l'assertion suivante : 

Proposition 4.5 Si kod{X) = 0, alors on peut supposer que f est 1-stable 
en travaillant sur le modèle minimal de X. 

Le cas des surfaces rationnelles est plus délicat. Nous disposons toutefois 
du résultat suivant de J.Diller et C.Favre [DF] : 

Théorème 4.6 Si X2{f) = 1; alors on peut, quitte à conjuguer par une 
application biméromorphe, supposer que f est 1-stable. 

La preuve (voir Théorème 0.1 dans [DF]) utilise de façon cruciale le fait 
que / est birationnel : dans ce cas / peut s'écrire comme une composition 
d'éclatements et de contractions. Le cas général, 2 < A2(/) < Ai(/), semble 
beaucoup plus difficile. Notons qu'une avancée significative a été réalisée par 
C.Favre et M.Jonsson lorsque / provient d'un endomorphisme polynomial 
de (voir [FaJ 3]). 
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4.2 Analyse spectrale 



Dans toute la suite du chapitre 4, nous supposons que f : X ^ X 
est un endomorphisme 1-stable tel que Ai(/) > A2(/). Nous allons en tirer 
des conséquences sur le spectre des actions linéaires induites par /*,/* sur 
H^'^{X,W). On note dans la suite A := Ai(/). Comme / est 1-stablc, il 
résulte de la section précédente que A = ri(/) est égal au rayon spectral de 
l'action linéaire induite par /* sur H^'^{X,R). 

L'action /* : H^'^{X, M) H^'^ {X, M) est duale de celle de /*, car on est 
en dimension deux. En particulier (/*)" = (/")* pour tout n G N. Comme le 
cône M) est dual du cône iï^^gy(X, M), qui est préservé par /*,/*, 

on en déduit que le cône nef est également préservé par /* et 

Lorsque X = P"^ x P^, il s'ensuit que les actions linéaires /*,/* sont 
données par des matrices à coefficients entiers naturels dans la base {z = 0}, 
{w = 0} de H^'^{X,M.). Il résulte alors du Théorème de Perron- Frobénius 
que A = ri (/) est une valeur propre de /* , /* et admet un vecteur propre 
dans Hj^'^j{X, M), comme cela a été observé dans [FaG]. C'est en fait vrai en 
toute généralité comme l'ont montré J.Diller et C.Favre dans [DF]. 

Théorème 4.7 Soit f : X ^ X un endomorphisme 1-stable tel que A := 
Ai(/) > A2(/). Alors il existe une (1, l)-classe nef non nulle a'^ (resp. a^) 
telle que f*a^ = Aa+ (resp. f^ta- = Aa_j; en particulier le rayon spectral 
A := ri{f) = Ai(/) est une valeur propre de f* , f*- De plus 

1. la valeur propre A est une racine simple du polynôme caractéristique 
de f* . Les autres valeurs propres sont de module < a/A2(/) < A ; 

2. les vecteurs propres nef , a" vérifient a+ ■ a~ > 0. 

Esquisse de preuve. Observons que H^^j{X, M) est un cône strict, c'est à dire 

hI;1^{X,W) n -HI;1^{X,W) = 0. Comme l'intérieur de iï^;^^(X,M) est non- 
vide (c'est le cône de Kâhler), il résulte du Théorème de Perron-Probénius 
que le rayon spectral A = Ai(/) = ri(/) de /* sur H^-^{X, R) est une valeur 
propre qui possède un vecteur propre dans Hl^lf {X, M) . 

Supposons dans un premier temps que / est holomorphe. Dans ce cas 
les opérateurs /* et /* vérifient /*/*(•) = A2(/)(-)- On en déduit que pour 
toutes (l,l)-classes a,/3, on a 

= A2(/)(a,/3). (4.1) 

En appliquant cette relation à a = /3 = a^, on obtient {a^ f = 0, puisque 
A2(/) < Ai(/) < Ai(/)^. Supposons qu'il existe une classe /? non nulle telle 
que f*(3 = XP+ca'^. En appliquant (4.1) aux classes a = et /3, on obtient 
de même (a^,/3) = 0. Une nouvelle application de (4.1) avec a = P donne 
enfin = 0. La forme d'intersection est donc non-négative sur l'espace 
vectoriel engendré par a"*" et /?. Il résulte alors du Théorème de l'indice de 
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Hodge (voir [BPV]) que /3 est nécessairement proportionnelle à a+ : cela 
démontre que A est une valeur propre simple du polynôme caractéristique 
de /*. Par dualité il en est de môme pour 

Soit à présent t une valeur propre (complexe) de /* différente de A et /3 
un vecteur propre associe. En appliquant à nouveau (4.1) successivement à 
a = P, puis à a = et (3, on obtient que soit t'^ = A2(/), soit t = A2(/)/A, 
soit = (a"'", P) = 0. Mais ce dernier cas n'est pas admissible car il implique 
P proportionnelle à a'^ -par le Théorème de l'indice de Hodge-, contredisant 
le fait que t est distincte de A. On en déduit que \t\ < \/\2{f)- 

Il résulte à nouveau du Théorème de l'indice de Hodge que les classes 

et a" s'intersectent positivement. 

Lorsque / est seulement méromorphe, il faut remplacer l'identité (4.1) 
par une identité plus compliquée, mais qui va jouer le même rôle. C'est la 
formule d'aller-retour que nous rappelons ci-dessous. L'analyse des spectres 
de /* , /* se fait de façon analogue en utilisant la positivité de la forme 
quadratique hermitienne Q. Nous renvoyons le lecteur à [DF] pour les détails 
techniques. □ 

Proposition 4.8 (Formule d'aller-retour) Il existe une forme quadra- 
tique hermitienne Q > sur H^'^{X,C) telle que 

{ra,rp)=X2{f){a,P)+Q{a,P) 

pour toutes les classes a,/3 G H^'^{X,C). De plus Q{a,a) = si et seule- 
ment si {a, f(p)) = pour tout point d'indétermination pElf. 

Esquisse de preuve. La formule résulte d'un calcul explicite de f>ff*a. En pas- 
sant par le graphe X ^Tf ^ X de l'application /, on décompose le calcul 
en deux temps : la projection tt2 étant holomorphe, on a (vr2)*7r27 = \2{f)l 
pour toute classe 7 € H^'^{X, C). Pour comprendre l'action de la projection 
TTi qui est une composée d'éclatements de points, il suffit d'observer que 
7r*7r*7 = 7 + (7, E){E} pour un éclatement tt dont on a noté E le diviseur 
exceptionnel. Nous renvoyons à [DF] (corollaire 3.4) pour plus de détails. □ 

Il résulte de cette analyse que la trace des opérateurs (/")* croît comme 
Mif)" une constante multiplicative près. On obtient donc une majo- 
ration précise du nombre de points périodiques (voir section 2.3). Il nous 
faut maintenant établir une minoration de ce nombre en créant beaucoup 
-environ Ai(/)"- de points périodiques selles d'ordre n. La stratégie est à 
présent de construire un (1, l)-courant fermé positif (rcsp. T^) tel que 
{T+} = a+ (resp. {T"} = a") et f*T+ = \T+ (resp. f^T' = AT"). 
Comme les classes a'^ et a" s'intersectent positivement, on peut espérer 
donner un sens au produit d'intersection /x/ = A qui produira alors 
une mesure dynamiquement intéressante. 
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4.3 Courants invariants 



Rappelons que dans toute la suite du chapitre 4, / : X ^ X est un 
endomorphisme méromorphe 1-stable tel que A := Ai(/) > A2(/). Soit uj 
une forme de Kâhler sur X. Soit a+ G F„;'^(X,M) (rcsp. a ) une classe 
non- nulle telle que = Aa+ (resp. /*a" = \a^ ). Il résulte du Théorème 

4.7 que les classes a+, a~ sont uniques à une constante multiplicative près. 
On normalise les classes a+, a", {w} en imposant 

a"*" • a~ = ■ {uj} = a~ ■ {uj} = 1. 



4.3.1 Le courant /*-invariant canonique 

Théorème 4.9 II existe un unique courant positif fermé r+ de bidegré 
(1, 1) sur X tel que f*T+ = XT+, {T+} = a+ et 



Esquisse de preuve. Soit une forme lisse fermée de bidegré (1, 1) sur X 
dont la classe de cohomologie est égale à a'^. L'invariance f*a'^ = Xa'^ se 
traduit, grâce au c/d'^-lemma de la théorie de Hodge (voir [GH] p 149), par 

1/*^+ = ^+ + ddV, (4.2) 
A 

oia 7+ G L^{X,R) est une fonction hsse hors de //, qui peut avoir des 
singularités logarithmiques aux points d'indétermination. 

Comme / est 1-stable, on peut prendre le pull-back de cette équation par 
les itérés /" de /. La relation de compatibilité (/")* = (/*)" donne alors 

i.(/-)*^+ = e+ + dd^g+, on g+ := ^7+ o f^. 

j=0 

La difficulté consiste à montrer que la suite (g^) converge dans L^{X). 
Nous affirmons que la fonction 7"*" est majorée sur X. Lorsque la forme 
est semi-positive, la fonction 7+ est quasiplurisousharmonique (qpsh), 
i.e. localement différence d'une fonction psh (un potentiel local du courant 
positif X^^f*0~^) et d'une fonction lisse (potentiel local de 9^) ; elle est donc 
bien majorée dans ce cas. La semi-positivité de 9^ est une hypothèse forte 
sur la positivité de la classe a"*" que l'on peut toutefois vérifier lorsque X est 
une surface rationnelle minimale. Dans le cas général, nous allons montrer 
que la fonction 7'*' o tti est qpsh sur le graphe désingularisé Ly. Si l'on tire 
en arrière par tti l'équation (4.2), il vient 

dd^{j+ o vTi) = ^ttIUtti), 71*^9+) - 7rl9+ = hn*29+ + R] - tt19+, (4.3) 
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OÙ.R = 'ïïl{'7Ti)^r]—rj et 77 = 7r|^+. Comme tti est une composition d'éclatements, 
on vérifie que R est un courant positif, supporté par le diviseur exceptionnel 
de TTi : c'est une formule de "pull-push" (appliquer la formule d'aller-retour 
à vrf ^). Nous renvoyons le lecteur à [DG] pour plus de détails. L'égalité (3.3) 
exprime donc dd'^{'y~^ o m) comme la somme d'un courant positif et d'une 
forme lisse. La fonction 7+ o tti est ainsi qpsh, donc majorée sur Tf, d'où 
7"'" est majorée sur X. 

Quitte à retrancher une constante, on peut donc supposer que supj^ 7"'" = 
0. Cela permet d'exprimer la suite 5+ comme une suite décroissante de 
fonctions presque-qpsh. On montre alors par des arguments classiques que 
la limite n'est pas identiquement —00, notons la g~^. Ainsi 

i.(/n)*0+^r+ := 9+ + dd'^9+. 

Le reste des assertions s'ensuit aisément. Nous renvoyons le lecteur aux 
articles cités ci-dessous pour plus de détails. □ 

Remarque 4.10 La construction du courant T'^ est due à N.Sibony pour 

un endomorphisme rationnel quelconque de X = F'^ [S] (certains cas par- 
ticuliers avaient été traités par J.E.Fornaess et N.Sibony dans [FS 2,3,4])- 
Nous avons généralisé son approche en l'étendant au cas des surfaces de 
Hirzebruch dans [G 1]. J.Diller et C.Favre ont construit [DFJ le courant T"*" 
lorsque f est birationnel. Le cas général énoncé ici est démontré dans [DG], 
en collaboration avec J.Diller. 

Observons que le courant T+ est canonique en ce sens que si 6 est n'im- 
porte quelle forme lisse fermée de bidegré (1, 1), alors 

l-{rye^cT+, avec c= {9} -a-. 

Plus généralement on peut s'intéresser à la convergence de A~"(/")*^ lorsque 
6 est un (l,l)-courant positif fermé (voir la discussion qui précède le Théorème 
4.12). Nous traitons ici un cas simple d'équidistribution (et renvoyons le lec- 
teur à [RS], [S] pour des résultats d'équidistribution plus généraux). 

Proposition 4.11 Supposons X = ¥^. Alors 

l-iry[L]^T+, 

pour presque toute droite projective L G (P^)*. 

Preuve. Notons u* la mesure de Fubini-Study sur l'ensemble (P^)* des droites 
projectives de P^. La formule de Crofton (voir [Ci]) permet d'exprimer la 
forme de Kàhler uj de Fubini-Study, 

u = [La]du*{a) 

Jae(p2)* 
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comme une moyenne de courants d'intégration sur les droites projectives 
La C P^. Cela se traduit, au niveau des potentiels, par [La] = uj + ddFipa, où 



'Ça[z\ = log 



\z A a 



a 



< 0, avec 



oe(p2)* 



ipa[z\dv*{a) 



-1. 



Pour montrer la convergence de A "(/")* [^a] vers r+, il suffit donc de 
montrer que X~"'ipa ° converge vers dans L^(P^). Posons 

V'(a) := yiV'n(a), Vn(a) = / -^(fa o /"-[zjdulz], 

où u désigne la forme volume de Fubini-Study sur P^. Alors ^ est intégrable. 
En effet, c'est une limite croissante de fonctions positives {}Pa < 0) telle que 

/ ^{a)du{a) = y2 [ [ -A->„o/"[z]ciï/*(a)dï/[z] 



n>0 



En particulier ^|J est finie presque partout, donc ipriio-) ~^ presque partout, 
d'où A"" [L„] r+, z/*-presque partout. □ 



4.3.2 Propriétés d'extrémalité 

Il est naturel de se demander s'il existe d'autres courants invariants : 
peut-on décrire le cône des courants positifs fermés S de bidegré (1, 1) tels 

que f*S = XS? C'est l'analogue, dans le contexte des cndomorphismes 
de petit degré topologique, du problème de la caractcrisation des points 
exceptionnels pour les endomorphismes de grand degré topologique. 

L'analyse du spectre de /* (Théorème 4.7) montre que la classe {S} d'un 
tel courant est proportionnelle à a~^. On a donc S = c9~^ + dd'^tps- pour une 
constante c > et une fonction qpsh ips £ ^^i^) uniquement déterminée si 
on impose supj^ = 0. Ainsi 

YSrys = cl^irre^ + dd^ (i,^^ o r) . 

Il s'agit donc de savoir à quelle condition la suite X~'^ips o converge 
vers dans L^{X) pour pouvoir conclure (ou non) à la convergence de 
la suite A~"(/")*5 vers cT+. Plusieurs auteurs se sont intéressés à cette 
question (voir e.g. [BS 2], [FS 1,2,3,4], [HP 1], [Dil 1], [RS], [S], [FaJ 1]). 
Nous avons donne, en collaboration avec C.Favre, une solution complète à 
ce problème dans le cas des cndomorphismes birationnels (voir [FaG]). La 
principale technique - développée par C.Favre dans sa thèse - consiste à 
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mettre au point des estimées de volume via un contrôle asymptotique des 
multiplicité locales (voir Théorème 1.7 et Lemma 1.9), qui permettent de 
contrôler la convergence de la suite \~'^ips ° /" dans l'esprit de la preuve du 
Théorème 1.10. 

Nous n'explicitons pas ces résultats ici et renvoyons le lecteur aux articles 
originaux. Nous considérons uniquement le cas, plus simple, oii le courant S 
est dominé par 

Notons T le cône des courants positifs fermés de bidegré (1,1) sur X, et 
Tf* le sous-cône des courants S eT tels que f*S = \S. 

Théorème 4.12 SiO<S <T+, alors X~"{D*S cT+ , c = {S} ■ a' . 
En particulier T+ est extrémal dans le cône Tf* des courants f* -invariants. 
Si M{f) = 1; alors T'^ est un point extrémal du cône T. 

Nous verrons un peu plus loin qu'il s'agit là de propriétés de nature 
ergodiques du courant T+. 

Esquisse de preuve. Lorsque le courant S est dominé par r+, ses potentiels 
sont au moins aussi réguliers que ceux de T"*". Cela se traduit par l'inégalité 
iprp+ < < 0. Or (pj'+ diffère de d'une constante additive, donc par 
construction 

A-"^2.+ o /" ~ A-V o /" — . dans L\X). 

On en déduit que X'^'ips o /" ^ 0, et donc A-"(/")*5 ^ cT+. 

En particulier si 5" G Tj* est un courant invariant tel que < S < T"*", 
alors S = cT^ donc le courant est un point extrémal du cône Tf* . 

Lorsque A2(/) = 1, on peut raffiner le résultat de convergence ci-dessus 
pour le rendre uniforme par rapport à 5'. Plus précisément soit 5 G T tel 
que < S" < T+. Le courant vérifie f*T^ = AT+ donc également 
/^<T+ = {f^^Y'T^ = X^^T^ dans X\Cj-i, où Cj-i désigne l'ensemble 
critique de f~^. Les courants positifs fermés Sj := X^(f^)^:S sont donc bien 
définis et dominés par r+ dans X\Cf-i. On note encore Sj leur extension 
triviale à travers Cj-i : ce sont à nouveau des éléments de T (Théorème 
d'extension de Skoda [Sk]) dominés par T~^. Ils vérifient X^^f^)* Sj = 5* 
dans X, donc Sj est cohomologue à c6~^, < c < 1, et on peut appliquer 
le raisonnement ci-dessus pour conclure h S = X~^{f^)*Sj cT'^, donc 
S = cT^ , c'est à dire que r+ est un point extrémal du cône T. □ 

Remarque 4.13 Ce résultat est dû à J.E.Fornaess et N.Sibony [FS 3] 
lorsque f est une application de Hénon complexe (voir Théorème 2.4 dans 
[G 1] pour le cas général). 
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4.3.3 Laminarité 

Lorsque / est un difFéomorphisme holomorphe d'Anosov (i.e. lorsque X 

est un tore, cf [Gh]), est un cycle feuilleté associé au feuilletage holo- 
morphe stable. Dans notre contexte de non hyperbolicité uniforme, il faut 
remplacer la notion de cycle feuilleté par une notion plus faible, introduite 
par E.Bedford, M.Lyubich et J.Smillie dans [BLS 1]. 

Définition 4.14 Un courant T est dit uniformément laminaire s'il peut 
être localement décrit par une moyenne de courants d'intégration sur des 
graphes disjoints. Un courant T est dit laminaire s'il peut être approché 
par une suite croissante de courants localement uniformément laminaires. 

Ces auteurs ont démontré que T"*" est laminaire lorsque / est une appli- 
cation de Hénon complexe [BLS 1], [BS 3]. Leur approche a été généralisée 
des automorphismes des surfaces projectives par S.Cantat [Ca 1], 
puis à celui des endomorphismes méromorphes des surfaces projectives par 
R.Dujardin [Du 1]. Enfin H.deThelin [DeT 1] a traité le cas des surfaces 
kàhlériennes non projectives : 

Théorème 4.15 Le courant T"*" est laminaire. 

Esquisse de preuve. On va supposer pour simplifier que X = et A2(/) = 1. 
Soit L C une droite projective générique. Il résulte de la Proposition 4.11 
que A~"'(/"')* [L] . Posons Cn '■= f~^L. Ce sont des courbes singulières 

de degré d„ = A" et de genre 1 car f^"' : L ~ ^ C^, est une résolution 
(non minimale) des singularités de C^- 

L'idée est que si l'on projette C„ sur une droite générique P^ de P^, alors 
on peut espérer écrire localement Cn comme un graphe au dessus de P^. Il 
faut bien sûr se placer hors des singularités et éviter également les points où 
Cn est tangente à la projection. Nous allons dénombrer ceux-ci. 

Commençons par les points singuliers de C„. Notons nx{Cn) le nombre 
de composantes irréductibles locales de C„ au point x. Soit tt : Cn ^ Cn une 
résolution minimale des singularités de C„. Alors 

nx{Cn) = nombre de points de 7r~^(S'm5 C„) 

xeSing{Cn) 

< U''{SingCn)nL<Crit{f-^)-L, 

si l'on choisit L de sorte qu'elle évite l'ensemble dénombrable ^j>oIf-i- 
Comme l'ensemble critique Crit{f~"') est de degré SA"' — 3, on en déduit 

J2 MCn) < 3A" - 3 = 0{dn). 

xESing{C„) 
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Soit TTp : P^\{p} :— >■ la projection holomorptie sur une droite P^, issue 
d'un point générique p. On découpe P-*^ en morceaux Q ("carrés") de petit 
diamètre < r (donc d'aire < r^), formant une subdivison Q de P^. Soit F une 
composante connexe de C„n7r~^((5). On dit que F est une bonne composante 
si c'est un graphe au dessus de Q (i.e. tt^ : F ^ Q est un homéomorphisme), 
et que c'est une mauvaise composante sinon. Observons que les mauvaises 
composantes sont celles qui contiennent un point singulier de Cn ou un point 
X en lequel la droite (px) est tangente à C„. On peut contrôler le nombre 
de ces derniers en utilisant la formule de Hurwitz, appliquée à l'application 
TT := TTp o p : Cn ^ , on p : Cn ^ Cn est une résolution des singularités de 
Cn- On obtient (voir Proposition 3.3 de [Du 1]), 

tt{mauvaises composantes} < 4^^ + 4(i„ + ^ nx{Cn) = 0{dn), 

xeSing{Cn) 

OÙ Qn désigne le genre de C„ (il vaut 1 ici) . Considérons alors 



Le courant est uniformément laminaire (car les bonnes composantes 
b.c. sont des graphes) et presque égal à r„ puisque 

< (r„ - TQ^n, 7r;a;pi) < Cr^ (4.4) 

oii a;pi désigne la forme de Fubini-Study sur la droite de projection. 

Soit Tq une valeur d'adhérence de la suite Tq^„. Un argument de familles 
normales permet de montrer que Tq est uniformément laminaire. En raffi- 
nant la subdivision Q (donc en faisant tendre r vers 0), on obtient une suite 
croissante de courants uniformément laminaires de masses uniformément 
bornées. Soit la limite croissante de ces courants. Il résulte de (4.4) que 

(TocTTpWpi) = (T+,7r*u;pi). 

Pour un choix générique de p, cela implique T"*" = T^. Nous renvoyons le 
lecteur à [Du 1] pour plus de détails. □ 

Remarque 4.16 Le résultat énoncé par R.Dujardin dans [Du 1] fait in- 
tervenir une hypothèse technique, la condition (H), qui est superflue (voir 
[DDG]). 

Lorsque X n'est pas projective (ainsi kod(X) = d'après le Théorème 
2.14), on ne peut pas utiliser de projection sur une courbe comme nous 
l'avons esquissé. Il faut faire une analyse locale. Celle-ci a été menée à bien 
par H.deThelin dans [DeT 1], où la théorie d'Ahlfors remplace la formule 
de Hurwitz. Cependant l'estimation (4-4) de la masse de T^ — Tq est moins 
précise que dans le cas projectif. Cela pose problème lorsque l'on souhaite 
intersecter géométriquement deux tels courants (voir paragraphe 4-4-3).. 
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4.3.4 Courants /*-inv£iriants 

Nous souhaitons à présent construire un courant /^-invariant T~ qui va 
jouer un rôle analogue à celui de T~^. Lorsque A2(/) = 1, il suffit d'appliquer 
la construction précédente à /^^. Lorsque \2{f) ^ 2, certaines difficultés 
techniques supplémentaires apparaissent, résolues dans [DDG] : 

Théorème 4.17 // existe un unique courant positif fermé T~ de bidegré 
(1, 1) sur X tel que f*T~ = \T~ , {T^} = et 

Esquisse de preuve. La construction est tout à fait analogue à celle de . 
Le point de départ est encore le dd'^-lemma, qui donne ici 

^(D*^- = e- + dd'g-, avec g- := 

j=0 

pour une fonction 7" G L^{X,'R). Comme dans la preuve du Théorème 4.9, 
la difficulté est de montrer que la fonction 7" est essentiellement majorée, 
ce que nous obtenons dans [DDG] en montrant que la classe a~ peut-être 
représentée par un courant positif fermé qui admet un potentiel borné. On 
peut alors supposer que 7" est négative, et on obtient une suite décroissante 
de potentiels {g~) qui converge dans L^{X). 

Certains cas particuliers sont plus faciles à traiter : lorsque X est une 
surface rationnelle minimale, la classe a~ est semi-positive et la construction 
de T~ est obtenue dans [G 1]. Lorsque kod{X) = 0, on peut contourner la 
difficulté en utilisant une forme volume invariante. On travaille dans ce cas 
sur un modèle minimal. Comme 12Kx = 0, il existe une 2-forme holomorphe 
rj sur X -essentiellement unique- qui ne s'annule nulle part. La forme f*r} 
est une 2-forme holomorphe dans X\If qui se prolonge de façon holomorphe 
à travers //, car codirncif > 2. On a donc f*ri = Ç,r], avec C G C. Soit alors 
V := irj /\rj : c'est une forme volume sur X telle que f*v = \C,\^i'- On a 
donc = ^2(7) et f*v = \2{f)i>. On en déduit la convergence de g~ dans 
car 

puisque A = Al (/)> A2(/). □ 

Il serait intéressant de caractériser l'ensemble des courants /^-invariants, 
mais nous ne disposons pas d'estimées de volume pour les images réciproques 
lorsque \2{f) > 2. Lorsque A2(/) = 1, = (/~^)* et on peut appliquer les 
résultats de la section 4.3.2. Le courant T~ jouit cependant d'une propriété 
ergodique forte, qui s'apparente au mélange [DDG] : 
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Théorème 4.18 Le courant T~ est extrémal dans le cône Tf^ des courants 
f ^-invariants. Si kod{X) = et (q:~)^ = 0, alors T~ est un point extrémal 
du cône T. 



Preuve. La preuve de l'extrémalité de T" dans le cône Tf^ des (1, l)-courants 
positifs fermés S tels que f^S = XS est analogue à celle du Théorème 4.12. 

Supposons à présent que X est de dimension de Kodaira nulle et que 
(a~)^ = 0. Soit 5* un courant positif fermé de bidegré (1,1) tel que < 
S < T~ . Il s'agit de montrer que S est proportionnel à T~ . L'hypothèse 
{oT)"^ = assure que a' est une classe extrémale dans H^^^{X,'R) (donc 
S est cohomologue à c0~, < c < 1), et que c'est un vecteur propre pour 
l'opérateur /*, 

_ A2 _ 1 
f*a = —a et ■^f*fa = a . 
A A2 

Cela résulte de la formule d'aller-retour et nous renvoyons le lecteur à [DDG] 
pour plus de détails. Posons 

rr := ^(pfT- et 5,- := ^iPfS. 

A2 A2 

Les courants T~ et Sj sont encore cohomologues à d~ , cd~ et vérifient 

l(/^),r-^r- et l(/^),5,-^s 

Nous allons montrer que la suite de courants positifs {\~\f^)^Sj) converge 
vers cT~ , ce qui assurera S = cT~ . 

Posons Rj := T~ — Sj > et fixons Uj, Vj,Wj G L^{X) telles que 

Tr =6' + dd%j, Sj = cO' + dd^'vj, et Rj = (1 - 0)9' + dd^Wj. 

On normalise les fonctions Uj,Vj,Wj par Ujdv = Vjdv = Wjdv = 0. 
Comme la normalisation est linéaire, on a Uj = Vj + Wj. Cette normali- 
sation implique également que les suites (uj), (vj), (wj) sont relativement 
compactes dans L^{X) (voir [GZ 1]), en particulier ces suites sont toutes 
uniformément majorées sur X. 

Il résulte de l'égalité \~^{f^)*T^ = T~ et de l'invariance de v que 

ûj := = g~ - gj — > dans L^{X). 

L'inégalité Uj — C < Vj < C donne ainsi 
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d'où Vj := A ^{f^)*Vj — 0. Il s'ensuit que 

S = X-^if),Sj = lim \cX-^{f),9- + dd'ivj)] = cT-. 

□ 

Remarquons que la condition (a~)^ = est vérifiée lorsque / est holo- 
morphe (voir preuve du Théorème 4.7). 

4.4 La mesure canonique 

Dans toute la suite du chapitre 4, nous supposons que f : X ^ X 
est un endomorphisme méromorphe 1-stable tel que A := Ai(/) > A2(/). 
Nous avons contruit deux courants positifs canoniques invariants T~^,T~ qui 
représentent les classes de cohomologie a'^,a~. Rappelons que nous avons 
normalisé ces classes et imposé 

a+ = {r+} • {T-} = 1. 

4.4.1 Définition pluripotentialiste 

Nous souhaitons à présent définir une mesure invariante fif en considérant 
le produit d'intersection /^/ := T'^ AT~. On ne peut pas toujours donner un 
sens à un tel produit : les courants sont des formes différentielles à coef- 
ficients distributions, et il n'est pas toujours possible de définir le produit de 
deux distributions. On y arrive cependant lorsque les potentiels de 
ne sont pas trop singuliers (voir [BT], [De]). Lorsque est intégrable par 
rapport à la mesure trace de T~ , on peut ainsi définir le courant g~^T~ et 
poser 

■- e+ AT-+ dd^ig+T-). 

Notons que cette définition est symétrique au sens où g'^ G L^{T~) si et 
seulement si g~ G L^(T+), comme on le vérifie en intégrant par parties, 

/ g+T-ALU= [ g-T+Aio+ [ [g+ 6' - g' 9+] A lu . 
Jx Jx Jx 

Nous ne connaissons à l'heure actuelle aucun exemple pour lequel cette 
condition n'est pas vérifiée. Cela justifie la 

Question 4.19 A-t-on toujours g^ e L^iT" Alo) ? 

En supposant cette condition satisfaite, nous montrons, en collaboration 
avec J.Diller dans [DG], que la mesure est une mesure de probabilité qui 
ne charge pas les points d'indétermination : c'est donc une mesure invariante, 
= Hf, comme on peut le voir en approximant fj,f par les mesures à 
densité fin ■= A-2'*(/")*^+ A {D^Q- . 
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Il reste à déterminer quand cette condition est effectivement satisfaite. 
C'est une motivation de l'article [DG] qui fait le point sur les propriétés de 
régularité des fonctions de Green dynamiques . Lorsque / est holomorphe, 
ces fonctions sont hôlderiennes (même preuve que pour la Proposition 1.2) 
et la condition est donc satisfaite. Nous avons vu cependant au paragraphe 
3.3.1 que de tels endomorphismes sont rares (voir corollaire 3.7). 

Lorsque / est seulement méromorphe, les points d'indétermination ont 
tendance à créer des singularités logarithmiques. Or il peut y en avoir beau- 
coup (Exemple 4.35). Il faut donc s'intéresser à des notions de régularité 
plus faibles. Si les fonctions g'^ sont de gradient L^, alors g~^ G L}{T~ f\uj). 
En effet, on peut supposer g"*" < et l'inégalité de Cauchy-Schwarz implique 

< / (-5+)r- Aa; = 0(l)+ ! dg+Ad^g-Acu (4.5) 
Jx Jx 

^ j dg^ A d^g^ Au^j (^j dg" A d^g' A < +oo. (4.6) 



< 



Nous analysons cette condition dans [DG]. Elle n'est pas toujours satisfaite 
lorsque X est rationnelle (voir Exemple 4.36). Lorsque kod{X) = 0, on a le 
résultat suivant [DDG]. 

Proposition 4.20 Si kod{X) = alors Vg' G L'^{X). 



Preuve. Rappelons que nous travaillons ici sur le modèle minimal. Dans ce 

cas / est non-ramifié, donc 1-stable (Proposition 4.5). De plus l'opérateur 
/=„ préserve l'ensemble des fonctions continues. Il s'ensuit que la fonction 7" 
de la preuve du Théorème 4.17 est en réalité continue, et que la suite de 
fonctions continues {g^) converge uniformément vers g~ . 

On vérifie aisément que le gradient d'une fonction quasiplurisousharmo- 
nique bornée (en particulier continue) est dans L?'{X). □ 

Dans un article récent [BDi 2], E.Bedford et J.Diller ont étudié une 
condition légèrement plus forte qui leur permet de mener à bien une partie 
de l'étude dynamique des endomorphismes birationnels. 

Définition 4.21 L'endomorphisme f vérifie la condition (BD) si la fonc- 
tion g^ est finie en tout point d 'indétermination de f . 

Il s'avère que cette condition est symétrique en f/f^^- Elle implique 
que les fonctions g^ sont de gradient L^, et même un peu plus (voir [BDi 
2], [DG]). Les différentes conditions rencontrées jusqu'à présent peuvent s'in- 
terpréter en termes de propriétés de récurrence des points d'indétermination : 

- / est 1-stable ssi logdist(7j-i, /~"//) > —00 pour tout n > 1 ; 

- Vg+ G L2 ssi En>i A-2"logdist(7;-i, /-"//) > -00 ; 
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- / satisfait la condition (BD) ssi Yln>i ^ " dist(7j-i , / > — oo. 

Lorsque / est 1-stable, l'ensemble d'indétermination itéré Ifn est égal à 

If U f~^If U • • • f~^^^If. Les conditions de régularité ci-dessus mesurent 
donc à quelle vitesse les ensembles Jjn et Jj-n se rapprochent l'un de l'autre. 
Nous renvoyons le lecteur à [BDi 2], [DG], [DDG] pour la justification de ces 
équivalences et la preuve du résultat suivant : 

Proposition 4.22 Si f vérifie la condition (BD) alors log\\Df\\ G L}{iif). 
Si kod(X) = alors f vérifie la condition (BD). 

S'z / : ^ est birationnel et vérifie (BD), alors fj^ := A o f est 
birationnel et vérifie (BD) pour toute matrice A G PGL(3,C) hors d'un 
ensemble pluripolaire de PGL{3,C). 

Nous verrons plus loin (Exemple 4.36) des exemples d'endomorphismes 
birationnels 1-stables de qui ne satisfont pas la condition (BD). 

4.4.2 Ergodicité 

Dans toute la suite nous supposons que G L^(T~ A lo). 

Théorème 4.23 La mesure /if est ergodique. 

Si T~ est un courant extrémal, alors Hf mélange. 

Remarque 4.24 Ce résultat a été établi pour les applications de Hénon 
complexes par E.Bedford et J.Smillie [BS 2]. La preuve indiquée ci-dessous 
reprend les simplifications apportées par J.E.Fornaess et N.Sibony dans [F S 
3] et par l'auteur et N.Sibony dans [GS]. 

Notons que fif est mélangeante lorsque \2{f ) = 1- Nous indiquerons au 
paragraphe 5.1.1 comment montrer que jif est toujours faiblement mélangeante. 

Esquisse de preuve. Supposons T~ extrémal et montrons que /// mélange. 
Soit X) V' des fonctions test. On ne perd rien en supposant que < % < 1. Il 
s'agit de montrer que 

XV' o /"d/x/ — Cy^c^, 
ovl c^ = J xd/J-f, Ci/' = / "^djif. On observe que 

j xi^ordi^f = (A-"(r)*(v^T+),xr-) = (vr+,A-"(r),(xr-)). 

Il s'agit donc de montrer que la suite de mesures (/x„) converge faiblement 
vers la mesure c^/x/, oii 

lin = Rn/\ T+, avec Rn := -^{rUxT-). 



L 
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Les courants i?„ sont des courants positifs non-fermés qui sont dominés par 
T~. On montre que leur bord tend en masse vers (voir Lemme 4.25 ci- 
dessous). Il s'ensuit que toute valeur d'adhérence R = limiî^. de la suite 
(Rn) est un courant positif fermé dominé par T~. Comme T~ est extrémal, 
il vient R = crT~ . Or on calcule 

CR = {R,e-^)= lim {Rn,,e+) = c^, 

ni — ^+00 

d'oia cr est indépendante de R. C'est donc que la suite (Rn) converge en 
fait vers le courant CyT~ ■ 

Si r+ était une forme lisse, on en déduirait immédiatement que = 
Rn A r+ converge vers c^T~ A T^. Ce n'est pas le cas, mais r+ est très 
bien approché par les formes 0'^' := \~^{f^)*9'^ : j étant fixé, on obtient 
Rn A 0^ — ^ ^ car 6^ est lisse (hors d'un nombre fini de points), puis 
on montre que R^ A (T+ ~ ^f) tend vers uniformément par rapport à n, 
lorsque j tend vers +00 (voir la preuve du Théorème 4.1 dans [GS] pour les 
détails) . 

Lorsque est seulement extrémal dans le cône Tf^ des courants /*- 
invariants, on peut reprendre les arguments ci-dessus en remplaçant par- 
tout Un par //^ := Sj=o l^j par R'n := X^j=o ^j- valeurs 
d'adhérences de la suite {R'n) sont des courants positifs fermés invariants, 
car f^^Rj = XRj^i. On en déduit la convergence de R'n vers CxT~ , puis celle 
de ji'n vers c^lif, ce qui montre que /x/ est ergodique. □ 

Pour faire fonctionner la méthode précédente, il est nécessaire de contrôler 
la masse des courants dRn et d(FRn. C'est l'objet du lemme suivant démontré 
par E.Bedford et J.Smillie lorsque / est une application de Hénon complexe 
(voir Lemme 1.2 dans [BS 2]) et qui se généralise aisément à notre cadre. 

Lemme 4.25 On a \\dRn\\ = 0(A-"/2) et \\dd''Rn\\ = 0(A-"). 

Remarque 4.26 L'estimation de la vitesse de mélange est plus délicate 
que dans le cas des endomorphismes de grand degré topologique. Elle a été 
obtenue par T.C.Dinh [Di 2] pour les applications de Hénon complexes. Elle 
n'est pas connue dans le cadre plus général des endomorphismes birationnels 
qui vérifient la condition (BD). 

4.4.3 Définition géométrique 

Pour pousser plus avant l'étude des propriétés ergodiques de la mesure 
il est nécessaire de donner une interprétation géométrico-dynamique de 
celle-ci. Nous supposons pour simplifier dans la suite que A2(/) = 1. Dans 
ce cas les courants T'^ et T~ sont laminaires (Théorème 4.15). 
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Si 5+, s sont deux courants uniformément laminaires, localement décrits 
par une moyenne sur des disques 

on peut définit leur intersection géométrique par 

:= j J[A+ nA-]du+{a)du-{b). 

On vérifie que cette définition coïncide avec la définition pluripotentialiste 
(voir Théorème 3.1 dans [Du 2]). 

Lorsque les courants S"^, S~ sont seulement laminaires, on définit leur in- 
tersection géométrique S^AS~ comme limite des intersections géométriques 
de leurs approximants uniforméments laminaires. Malheureusement cette 
définition ne coïncide pas toujours avec la définition pluripotentialiste (voir 
le second paragraphe de [Du 2] pour des exemples). Lorsqu'on a un contrôle 
quantitatif de l'approximation de par des courants uniformément lami- 
naires (comme c'est le cas dans le Théorème 4.15, cf (4.4)), on peut espérer 
montrer que les deux notions de produit extérieur coïncident. 

R.Dujardin justifie cette attente dans [Du 2,4,5] en démontrant : 

Théorème 4.27 Supposons X projective. Si f vérifie la condition (BD) 
alors les courants T"*" et T~ s 'intersectent géométriquement. 



Esquisse de preuve. On approxime par des courants qui sont uni- 
formément laminaires associés à une subdivison Q en cubes Q de taille r, 
de telle sorte que la masse des différences satisfait 
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\\T^ - < Cr^, où := ^ 

Il s'agit d'estimer la masse de la différence entre T"*" A T~ (définition pluri- 
potentialiste) et J2q'^q ^"^q (intersection géométrique). 

Quitte à légèrement bouger la subdivision Q, on peut supposer que la 
mesure T"*" f\T~ ne charge pas le bord des cubes Q. Soit x une fonction test 
qui s'annule près du bord des cubes et est identique à 1 dans la plus grande 
partie de Q (les dérivées d'ordre 1 de x explosent donc comme C/r, lorsque 
r — > 0). Il nous faut montrer que la quantité 

f x{T+AT--T+AT-)=Y, [ x{T+AT--T+ATq) 

J X Q J Q 

tend vers lorsque r ^ 0. Comme x 6st à support compact dans chaque 
cube Q, on peut traiter les intégrales séparément. Par symétrie il suffit de 
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1/2 / /• \ 1/2 



contrôler la masse de T+ A (T" - Tq) dans Q. Or r+ = dd^G+ dans Q, 
pour un potentiel local qui est de gradient par rapport à T~ (c'est 
la propriété (BD)). L'inégalité de Cauchy-Schwarz implique alors 

j xd<fG^ A (T- -Tq) = - J dxA d^G^ A (T" - 

< (^jdG^Ad'G^MT--TQ)y (^j dxAd''x^{T--TQ)^ 

< gQ dG+ A d^G+ A (T- - Tq )^ ^ . 

Lorsque r ^ 0, Tg croît vers et cette dernière intégrale converge vers 
(il suffit d'approximer dG~^ par une suite de formes lisses dans L^(r")) . □ 

4.5 Propriétés ergodiques de fif 

Nous testons ici la conjecture dans l'une des deux situations suivantes : 

1. Hypothèses : kod(X) = — oo, \2{f) = 1 et condition (BD). Ainsi, 

- on peut supposer que / est 1-stable (Théorème 4.6) ; 

- on sait construire les courants invariants T'^,T~ (Théorème 4.9) ; 

- ils sont extrémaux et laminaires (Théorèmes 4.12 et 4.15) ; 

- la mesure /Uj := A T" est bien définie (voir (4.6)), mélangeante 
(Théorème 4.23) et géométrique (Théorème 4.27) ; 

- les exposants de Lyapunov de /x/ sont bien définis (Proposition 4.22). 
La conjecture a été démontrée dans ce contexte par E.Bedford, M.Lyubich 
et J.Smillie lorsque / est une application de Hénon complexe [BLS 
1,2] et partiellement démontrée par E.Bedford, J.Diller [BDi 2], et 
R.Dujardin [Du 5] sous ces hypothèses. 

2. Hypothèses : kod{X) = et X est projective. Ainsi 

- / est 1-stable si on travaille sur le modèle minimal (Proposition 4.5) ; 

- on sait construire les courants T"*", T~ (Théorèmes 4.9 et 4.17) ; 

- T"*" est laminaire, T~ est extrémal si (q;~)^ = (Th. 4.15 et 4.18) ; 

- la condition (BD) est toujours satisfaite (Proposition 4.22), donc 
jJif = A T~ est bien définie, ergodique (et même mélangeante si 
(a~)^ = 0, Théorème 4.23), et géométrique (Théorème 4.27) ; 

- les exposants de Lyapunov de /// sont bien définis (Proposition 4.22). 
La conjecture a été démontrée dans ce contexte par S.Cantat [Ca 1] 
lorsque A2(/) = 1 - c'est à dire lorsque / et un automorphisme —, et 
partiellement démontrée dans [DDG] lorsque A2(/) > 2. 
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4.5.1 Lamination stable 



Tout courant laminaire T (voir définition 4.14) est localement représentable 

T= I [Aa\dv{a) (4.7) 

par une moyenne sur une famille de disques holomorphes A^. En général on 
ne peut pas lui associer une structure laminaire convenable (voir [Du 1,2,4] 
pour des exemples), mais c'est possible lorque le courant T est fortement 
approximable (i.e. redevable de l'estimée quantitative (4.4)) : c'est le résultat 
principal de [Du 4] qui assure que si C est une réunion de disques (on 
dit que £. est une boite de flot), alors £ a une structure de lamination 
plongée et Tj^ est uniformément laminaire. Il s'ensuit que Tj^ induit une 
mesure transverse invariante par holonomie qui est ergodique lorsque T est 
extrémal (voir Théorème 2.4 dans [Du 5]). 

Lorsque T = T+ est le courant canonique /*-invariant, il résulte du 
Théorème 4.15 que T"*" est fortement approximable. Nous montrons à présent 
que les disques AJ intervenant dans la représentation laminaire de (on 
parle de disques subordonnés à T"*") sont des morceaux de variétés stables. 

Soit r une union finie de disques holomorphes transverses à une boite de 
flot jO. La théorie du slicing assure que la mesure Tj^ A [r] est bien définie pour 
un choix générique de r. On note r+ Ar la mesure induite sur la transversale 
r (elle est invariante par holonomie). Le lemme suivant, dii à R.Dujardin 
[Du 5], est l'analogue dans ce contexte du lemme de Briend-Duval-Lyubich 
(Lemme 3.4). 

Lemme 4.28 Soit L = {A^,i e r} une boite de flot subordonnée à et r 
transverse à C Pour tout e > 0, il existe > et une transversale (Z t 
tels que \\T+ A > (1 - e)||T+ A r|| et 

Aire{rAt)<^, Vt G r^, Vn G N. 

Esquisse de preuve. Quitte à légèrement bouger r, on peut supposer que C 
ne rencontre pas CfUlf. Dans ce cas f(C) est une boite de flot pour T"*" et /r 
est transverse à /(£), car / est localement biholomorphe et /*T+ = A~^r+ 
dans X\{CfU If). On en déduit 

UT+ A r) = /.r+ A /r = X-^T+ A fr. 

Quitte à enlever un ensemble de r-mesure nulle, on peut supposer que r 
ne rencontre pas Un>o(-^/"UC/n). On a donc comme précédemment (/")*(T"'"A 
r) = A~"r+ A/"r. Deux "disques" f^Af-nf. ne peuvent se rencontrer qu'en 
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un nombre fini de points lorsque ti ^ t2 varient dans f^T. Il s'ensuit que 
pour tout n G N, 

^Airer (A^-„,)rf(r+ A rr)(t) < ||r+|| = 1. 

Comme r+A/"r = A"(/")*(T+Ar) et (/")*(Aire/"(A/-nt)) = Aire(/"At), 
on en déduit 

J^Ake{rAt)d{T+ /\T){t) < A"". 

La plupart des disques ont donc une aire qui décroit en A~" sous itération 
de /. Nous renvoyons au Lemme 3.2 de [Du 5], pour plus de détails. □ 

4.5.2 Exposants de Lyapunov 

Il résulte du lemme précédent que le plus grand exposant de Lyapunov 
X'^ilJ'f) de Hf vérifie l'estimation attendue (voir Théorème 4.6 de [Du 5]), 

X+(/^/)> ^logA>0. 

Lorsque / est birationnel, on en déduit bien sûr la majoration x~il^f) ^ 
— |logA < 0, en intervertissant les rôles de f\f^^- Lorsque 2 < \2{f) < 
Ai(/) = A, il faut donner un argument supplémentaire pour contrôler x~(/x/). 
En voici un lorsque X est de dimension de Kodaira nulle [DDG] . 

Proposition 4.29 Si kod{X) = alors 

x^{^if) + x-{^if) = l^ogX2{f). 

En particulier, lorsque X est projective, 

X-(m/) < -^log[Ai(/)/A2(/)] < < ^logAi(/) < x+(m/)- 

Esquisse de preuve. Rappelons que lorsque X est de dimension de Kodaira 
nulle, il existe une forme volume u de jacobien constant, f*!^ = A2(/)î^. Elle 
est définie à l'aide d'une 2-forme holomorphe rj telle que f*r] = Çr], où Ç & C 
est tel que \(\^ = \2{f) (voir la preuve du Théorème 4.17). Soit x e X un 
point ;Uj-génériquc. Il résulte du Théorème de récurrence de Poincaré que 
/"(x) est arbitrairement proche de x pour une infinité de n € N. L'invariance 
de la forme r] assure que pour ces indices, 

-log|Jac(r)(x)|~log|C|. 
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Or le Théorème de réduction d'Oseledec-Pesin (voir [KH]) assure que 
pour un point /Lt/-générique, on a 

X+(m/) + X"(m/) ^\og\ Jac{n{x)\. 

L'égalité x^(m/) + X"(/"/) = log|C| = ^log|A2(/)| s'ensuit. 

Lorsque X est projective, il résulte de l'estimation ^ ^logA que le 
plus petit exposant de Lyapunov X~{l^f ) sst majoré par — ^ log A/A2(/). □ 

Remarque 4.30 La démonstration montre en fait que la formule X^if^) + 

X~ {lA = è^og^2(/) est valable pour toute mesure invariante ergodique /x. 
Lorsqu 'on l 'applique à une combinaison linéaire de masses de Dirac équidistri- 
buées selon un cycle périodique, on en déduit que le produit des valeurs 
propres est égal à la racine carrée du degré topologique : il ne peut donc y 
avoir ni cycle attractif, ni domaine de Siegel lorsque le degré topologique est 
> 2 (comparer avec [M Ij). Il s'ensuit également que l'ensemble de Fatou 
est vide dans une telle situation. 

4.5.3 Entropie et point selles 

Le Lcmmc 4.28 permet d'interpréter les disques subordonnés à 
comme des disques stables/instables. Il résulte du Théorème 4.27 que /ij a 
une structure de produit local par rapport aux variétés stables/instables. 
Des arguments classiques permettent alors de montrer que fif est d'entropie 
maximale log A (voir Théorème 4.6 dans [Du 5]) et que les points périodiques 
selles s'équidistribuent selon /xj (voir [BLS 2] et Théorème 5.4 dans [Du 5]). 

4.6 Exemples 

4.6.1 Endomorphismes polynomiaux de 

Les automorphismes polynomiaux de ont été classifiés par S.Priedland 
et J.Milnor dans [PrM]. 

Théorème 4.31 Soit f : ^ un automorphisme polynomial de qui 
est cohomologiquement hyperbolique. Alors f est conjugué à une application 
de Hénon complexe, i.e. une composition finie d' automorphismes de la forme 

h : {z, w) eC^ ^ {P{z) - aw, z) G C^, a 7^ 0, 

où P est un polynôme de degré d> 2. 

La preuve s'appuie sur le Théorème de Jung qui décrit la structure 
du groupe des automorphismes polynomiaux de C^. Une preuve simple et 
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élégante en a été donnée par S.Lamy dans [La 1]. La dynamique des appli- 
cations de Hcnon complexes a été abondamment étudiée, notamment par 
E.Bedford, J.Smillie [BS 1-3], M.Lyubich [BLS 1,2], J.H.Hubbard et ses co- 
auteurs [Hu], [HOV 1,2], [HPV], N.Sibony et J.E.Fornaess [FS 1-4]. 

Il est naturel de vouloir considérer d'autres classes d'exemples. On peut 
s'intéresser aux endomorphismes polynomiaux birationnels (l'inverse n'est 
pas nécessairement polynomial) comme dans [FaG], mais la structure de ce 
semi-groupe est encore mal comprise (voir [Da], [SY]). On peut au contraire 
vouloir conserver le caractère propre des automorptiismes, mais autoriser 
un degré topologique plus grand. S.Lamy a partiellement classific dans [La 
2] les endomorphismes polynomiaux propres de de degré topologique 
2 : ils sont conjugués à r o /i, oii /i est un automorphisme polynomial de 

et t{z,w) = {z^,w). Il serait intéressant de pousser plus avant cette 
classification et d'étudier la dynamique de ces applications. 

Nous avons étudié dans [G 3] la dynamique des endomorphismes po- 
lynomiaux quadraMques de -i.e. ceux qui induisent un cndoniorphisme 
mcromor phe de tel que ri{f) = 2. Nous y montrons en particulier le 

Théorème 4.32 Soit f : {z, w) e ^ (P( z,w),Q{z,w)) € un endo- 
morphisme polynomial quadratique de (i.e. P,Q sont des polynômes de 
degré <2) tel que Xi{f) > A2(/). Alors f s'écrit, après conjugaison par un 
automorphisme polynomial de C^, sous l'une des deux formes suivantes : 

1. f{z,w) = {w + c,zw + d), où c,c' G C. Dans ce cas f est 1-stable dans 

X pi et on obtient Ai(/) = A2(/) = 1 ; 

2. f{z,w) = (w+c,w[w~az]+bz+c'), où a,b,c,c' G C avec (a, b) ^ (0,0). 
Dans ce cas f est 1-stable dans P^ et on obtient Ai(/) = 2, X2{f ) = 1- 

Observons que ces endomorphismes sont birationnels et qu'ils vérifient la 
condition (BD) sur P^ xP-*^ (classe 1) ou sur P^ (classe 2). Plus généralement, 
si / : ^ est un endomorphisme polynomial tel que Ai(/) > A2(/), il 
est naturel de se demander si / vérifie la condition (BD) dans une compac- 
tification adéquate. Nous proposons une question plus précise. 

Question 4.33 Soit / : — >■ un endomorphisme polynomial tel que 
Ai(/) > A2(/). Peut-on trouver une compactification X = U -Dqo 
telle que f s'étende en un endomorphisme de X avec 

(t) f^{X \ If"^) = Qoo esi un point fixe superattractif de /? 
Ici m désigne le nombre de composantes irréductibles du diviseur D^o ■ 

Il résulte immédiatement de (f) que est 1-stable dans X et vérifie 
la condition (BD), puisque f^'"'{Ifm) C //m. Nous avons vérifie (f) dans 
[FaG] pour les endomorphismes birationnels de C'^ qui sont engendrés par 
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les automorphismes polynomiaux de et par l'application (x, y) i— > {x, xy). 
Il y a certes des endomorphismes birationncls polynomiaux qui ne sont pas 
de ce type (cf [Da]), mais tous les exemples que nous connaissons (voir 
par exemple ceux explicités dans [SY]) vérifient également (f) dans une 
compactification adéquate. Voici une observation qui motive également la 
question 4.33. 

Proposition 4.34 Soit / : — ^ ï/n endomorphisme polynomial tel que 

Ai(/) > A2(/). Supposons que f admette une extension méromorphe 1-stable 
à p2 = U Loo- Alors la droite à l'infini est contractée par f sur un 
point fixe superattractif q^o ■ 

Preuve. Notons / = {P,Q) les composantes polynomiales de / dans C^, 
avec A = max(degP, degQ) : c'est le rayon spectral ri{f) de l'extension 
méromorphe de / à P^. L'ensemble d'indétermination If de / est localisé 
à l'infini. La seule droite qui puisse être contractée par / sur un point 
d'indétermination est la droite L^. Puisque / est 1-stable dans P^, soit 
celle-ci est contractée sur un point goo qui n'est pas d'indétermination (dans 
ce cas c'est un point fixe superattractif), soit L^o n'est pas contractée : nous 
allons voir que cela entraîne A2(/) > A = Ai(/). 

Supposons donc que Loo n'est pas contractée. Alors les parties homogènes 
de plus haut degré Px, Q\ de P, Q se décomposent en Px = R-A et Q\ = R-B, 
où A, B sont des polynômes homogènes premiers entre eux de degré d > 1, 
et (iî = 0) n Loo = If - Nous allons montrer que A2(/) > Ad. 

Soit L, L' deux droites projectives génériques. Alors L • L' est un point 
générique de et A2(/) est le nombre de préimages de ce point, c'est à 
dire le cardinal de /^^(L) H f~^{L') dans C^. On peut estimer ce cardinal à 
l'aide du produit d'intersection /* [L] A /* [L'] : celui-ci est de masse totale 
A^ dans P^, qui se répartit en A2(/) masses de Dirac en des points de C^, et 
A^— A2(/) masses de Dirac aux points d'indétermination de / (localisés à l'in- 
fini). Comme l'application f^o ■= f\Loc degré d> 1, la courbe f^^{L) 
intersecte Loo en d points qui ne sont pas des points d'indétermination. Si on 
choisit pour L' une petite perturbation de Loo, on déduit de la relation d'in- 
variance /*[Loo] = A[Loo] que les courbes f~^{L) et f~^{L') s'intersectent 
en au moins Ad points dans C^. □ 

La proposition ci-dessus indique également une marche à suivre pour 
trouver une compactification 1-stable d'un endomorphisme polynomial / 
de : on commence par considérer son extension méromorphe à = 

U Loo. Si / ne contracte pas la droite Loo, alors / est 1-stable dans P^ 
et A2(/) > Ai(/). Si / contracte Lqo sur un point q^o qui n'est pas un point 
d'indétermination, alors / est 1-stable dans P^ et vérifie la condition (BD). 
Sinon /(Loo \ -^/) = ^ -^Z '■ on éclate alors au point m et on analyse le 
comportement de l'endomorphisme induit dans l'éclaté... 
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C.Favrc et M.Jonsson ont appliqué leur analyse de l'arbre des valuations 
[FaJ 2] dans le cadre décrit ici et ont réalisé des progrès substantiels en 
direction d'une réponse positive à la question 4.33 (voir [FaJ 3]). 

4.6.2 Endomorphismes rationnels pathologiques 

Nous présentons à présent quelques exemples d'endomorphismes ration- 
nels qui illustrent la difficulté qu'il peut y avoir à contrôler la dynamique 
près des points d'indétermination. 

Exemple 4.35 Considérons, comme dans l'Exemple 2.17, le tore Y = Ex 
E, où E = C/Z[C] est la courbe elliptique associée à une racine primitive de 
l'unité Ç d'ordre 3,4 ou 6. La matrice 



préserve le réseau A = Z[(^] x Elle induit donc un endomorphisme 

holomorphe g : Y ^ Y tel que 



Soit a : Y ^ Y l'homothétie de rapport et soit f : X ^ X l'endomor- 
phisme induit par g sur la surface rationnelle X obtenue en désingularisant 
le quotient Y /{a), i.e. en éclatant aux points fixes de a. Soit a un tel point 
fixe. Comme g est de degré topologique X^^g) > 2, g~^{a) contient d'autres 
préimages que les points fixes de a. Chaque point de g~^{a) \ Fix{a) corres- 
pond, dans X, à un point d'indétermination de f . Comme les g-préimages 
de tout point s'équidistribuent selon la mesure de Lebesgue vy du tore Y, 
l'ensemble {g~'^{a))nef^ est dense dans Y. On en déduit que l'ensemble 



Observons que f est 1-stable : comme g ne contracte aucune courbe, il 
en est de même de f, qui vérifie donc le critère de la Proposition 4-4- 

C.Favre a donné dans [Fa 1] des exemples d'endomorphismes biration- 
nels 1-stables de qui ne vérifient pas la condition (BD) (voir également 
Exemple 5 dans [B]) : ce sont des exemples qui admettent une droite in- 
variante L sur laquelle / est conjuguée à une rotation très irrationnelle. 
Nous généralisons ici cette construction, en suivant [DG], pour obtenir des 
exemples similaires (trois droites invariantes) pour lesquels nous sommes 
tout de même en mesure de vérifier la condition G L^{T~ A u>). 





neN 
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Exemple 4.36 Soit (a, 6, c)e<C? et f = fabc : ^ défini par 

f\x : y : z] = [bcx{—cx + acy + z) : acy{x — ay + abz) : abz{bcx + y — bz)]. 

On vérifie que f est un endomorphisme birationnel de tel que = 
/(j-i^-if,-! . Observons que les droites {x = 0),(y = 0),(2; = 0) sont inva- 
riantes par f,f~^ et contiennent tous les points d'indétermination des 
n G Z. On calcule par exemple 

7/ = {[a:l:0];[0:6:l];[l:0:c]}. 

Fixons b = —2e'^^'^^, c = 1/2 et a = i. On vérifie dans ce cas que f est 1- 
stable sur P^ et g~ est finie aux deux points d'indétermination [0 : 6 : 1], [1 : 
: c]. L'action de f sur la droite {z = 0) est celle d'une rotation d'angle 9. 
Or les points [i : 1 : 0] £ If et [—i : 1 : 0] G If-i sont sur un même cercle 
invariant. Lorsque 6 est choisi judicieusement, l'orbite négative : 1 : 

0], n G N} du point [i : 1 : 0] passe parfois très près de [—i : 1 : 0], de sorte 
que g~{[i : 1 : 0]) = — oo. La condition (BD) n'est donc pas satisfaite. Nous 
montrons cependant dans [DG] que g~ G L^{T^). 

4.6.3 Exemples provenant de la Physique 

De nombreuses applications birationnelles interviennent en Physique en 
relation avec la théorie des systèmes intégrables (voir [BTR], [GNR] pour 
un survol récent). La famille 

(X -\- a \ 
y^—^,x-\-a - il, a G M, 

est constituée d'applications birationnelles du plan qui préservent l'aire 
(elle préservent une 2-forme méromorphe) et sont réversibles (/„ est conjugée 
à par une involution). Elles ont été étudiées numériquement par de nom- 
breux auteurs (voir [Ab], [BoM]). C.Favrc et J.Diller [DF], puis E.Bedford 
et J.Diller [BDi 1] ont montré comment les méthodes d'analyse et géométrie 
complexe permettent d'étudier la dynamique de telles appUcations : elles 
vérifient notamment la condition (BD), lorsqu'on considère leur complexifi- 
cation et compactification à Pi X P^ On dispose donc d'une mesure d'en- 
tropie maximale fij. E.Bedford et J.Diller montrent [BDi 1], lorsque a < 0, 
a 7^ —1, que la mesure fif est à support dans M^, et que {f,lJ.f) est conjugué 
à {a,u), où a est le sous-décalage du nombre d'or et u désigne son unique 
mesure d'entropie maximale. 

Le lecteur trouvera dans [BDi 3] une étude analogue pour une famille à 
deux paramètres d'applications birationnelles. 

Notons également que de nombreux endomorphismes rationnels inter- 
viennent (comme opérateurs de renormalisation) dans l'analyse spectrale 
d'opérateurs différentiels (Laplace, Schrôdinger,...) sur des structures modèles 
self-similaires. On pourra consulter [Sa] à ce sujet. 
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4.6.4 Applications monomiales 



Soit A 



G A4 (2, Z) une matrice inversible à coefficients entiers 



a b 

c d 

relatifs. On lui associe l'endomorphisme rationnel de 



C'est une application monomiale dont les itérés s'expriment simplement en 
fonction des puissances de la matrice A, (/a)" = /a™- On en déduit que 

'^2(1 a) = I det^l et Ai(/a) = rayon spectral de A. 

Ces applications ont été considérées dans [FaG] lorsque A G A4(2, N) : ce 
sont dans ce cas des endomorphismes polynomiaux de qui induisent un 
endomorphisme 1-stable de x P^. 

Le cas général a été systématiquement étudié par C.Favre dans [Fa 
3]. On peut trouver une surface X rationnelle sur laquelle induit un 
endomorphisme 1-stable lorsque le spectre de A est réel (en particulier 
lorsque A2(/) < Ai(/)^). On ne peut pas rendre /a 1-stable lorsque les 
valeurs propres de A sont de la forme pe^^^^ avec 9 ^ Q (dans ce cas 
A2(/) = Ai(/)2>l). 

La mesure de Lcbesgue Hf sur le tore réel x = {\z\ = \w\ = 1) est 
l'unique mesure d'entropie maximale lorsque Ai(/) 7^ ^2{f)- Ses exposants 
de Lyapunov sont 

Xi(/x/) = logAi(/) et X2(m/) = log A2(/)/Ai(/). 

On vérifie aisément les propriétés d'cquidistribution des cycles périodiques 
qui sont majoritairement situés sur le tore invariant x S^. 

On peut s'intéresser à ce même type d'applications, / = f^, A G A4(/c, Z), 
en dimension supérieure (fc > 3). On vérifie qu'on a encore XkiÎA) = | det A\ 
et Al (/a) =rayon spectral de A. Il est probable que les autres degrés dyna- 
miques s'expriment également en fonction des valeurs propres |ai| > ... > 
|afc| de la matrice A, mais le calcul s'avère un peu plus délicat : 

Problème. Est-ce que les degrés dynamiques Xj{f) coïncident avec les pro- 
duits \ai \ ■ ■ ■ \aj\ pour tout 1 < j < k ? 

On pourra consulter [HaPr] pour quelques informations sur cette question. 
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Chapitre 5 

Dimension supérieure 



Il est peut-être utile de préciser la stratégie que nous proposons pour 
démontrer la conjecture énoncée dans l'introduction. 

Définition 5.1 Soit le [l,k]. On dit que f : X ^ X est l-stable si l'action 
linéaire induite par f* sur M) est compatible avec la dynamique, i.e. 

si = (/*)« pour tout n G N. 

Supposons que le degré dynamique A := Xi{f) domine strictement tous 
les autres degrés dynamiques. On peut alors procéder de la façon suivante : 

- on cherche un modèle X birationnellement équivalent à X, sur lequel / 
induit un endomorphisme l-stable. Sur ce modèle A = ri{f) = rk-i{f*) ; 

- on essaie de montrer que A est une valeur propre "distinguée" pour 
les actions linéaires induites /* : if'''(X,M) -> H'-'{X,R) et : 
H''-^^''-\X,R) H''-^^''-\X,M.) (voir définition 5.3). On note «+ £ 
iîp^g^(X, M) et a~ G H^~Jj!'~\x ,R) des vecteurs propres associés à A, 
lorsque ces cônes sont invariants ; 

- on cherche à construire des courants invariants canoniques ,T^_j^ 
avec {T^} = {T^_i\ = a~ , puis à établir des propriétés d'extrémalité 
et de laminarité de ces courants ; 

- on cherche enfin à définir /x/ = A Tj^_i et à établir ses principales 
propriétés ergodiques. 

Lorsque l = k, toute application est k-stable, sur n'importe quel modèle. 
L'analyse spectrale est très simple puisque iï^''=(X,]R) ~ R. De plus il n'est 
pas nécessaire d'intersecter de courants, car Tj^ est déjà de bidegré maximal. 
Ceci explique en partie pourquoi le cas de grand degré topologique, traité 
au chapitre 3, est un peu plus simple. 

Lorsque / < /c — 1, il y a plusieurs difficultés à surmonter, comme nous 
l'avons vu au chapitre 4, lorsque la variété X est de dimension deux. Nous 
nous intéressons à présent aux endomorphismes de petit degré topologique 
en dimension supérieure. C'est une source de difficultés nouvelles et il semble 
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raisonnable, dans un premier temps, de limiter le champ d'investigations à 
des classes significatives d'exemples. Nous en considérons dans ce chapitre 
deux grandes familles : 

- les automorphismes cohomologiquement hyperboliques : ils sont au- 
tomatiquement 1-stables et la construction de courants invariants est 
simplifiée par l'absence de points d'indétermination. C'est une direc- 
tion défrichée récemment par T.-C.Dinh et N.Sibony dans [DS 5,6] ; 

- les endomorphismes polynomiaux de C*^ qui induisent un endomor- 
phisme 1-stables sur X = P*^ : la géométrie est plus simple et les points 
d'indétermination sont confinés dans l'hyperplan à l'infini. C'est la di- 
rection de recherche adoptée dans [BP],[S],[GS],[CoG], [G 6], [DS 2,7]. 

5.1 Pourquoi la dimension supérieure? 

Vues les difficultés que nous avons rencontrées au chapitre 4 dans l'étude 
dynamique des endomorphismes des surfaces, on peut être sceptique à l'idée 
d'attaquer cette question en dimension supérieure. Il y a pourtant de nom- 
breuses raisons qui justifient cette étude, comme nous l'expliquons à présent. 

5.1.1 Endomorphismes produits 

C'est une astuce classique dans le monde des systèmes dynamiques d'établir 
des propriétés crgodiqucs fines d'vm endomorphisme f : X X en étudiant 
des propriétés - a priori - phis grossières de l'endomorphisme produit 

f®f:{x,y)&X^^{f{x)J{y))eX\ 

Si jif est une mesure de probabilité invariante pour /, alors Vf{x,y) : = 
lJif{x) ® lJ,f{y) est une mesure de probabilité invariante pour / (g) /, et on a 
par exemple le résultat suivant : 

Proposition 5.2 la mesure Vf est ergodique si et seulement si jif est fai- 
blement mélangeante. 

Rappelons que /if est dite faiblement mélangeante si pour toute paire 
de boréliens A,BcX, il existe un ensemble J = J{A, i?) c N de densité 
nulle dans N tel que limj(^ B)^n-»+oo /^(/""^ l~l -S) = IJ'{A)n{B). Lorsque 
J{A, B) = 0, on retrouve la propriété de mélange fort. Nous renvoyons le lec- 
teur à [W] (Théorème 1.24 p 46), pour une preuve de ce résultat élémentaire. 

Observons à présent que la conjecture énoncée dans l'introduction est 
stable par passage au produit / <8) /• Cela résulte notamment du Théorème 
2.4.b : si Xiif) > maXj^iXjif), alors Miif ® f) = [h{f)? > Ta^j^ii^jif® 
/). Il résulte de plus des inégalités de concavité 2. 4. a que 

A..,/«/) = A,(/,A„(/)..o„c «l;^.^. 
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et de même \2i{f f)/>^2i+i{f ® f) = h{f)/\+i{f)- Nous laissons le soin 
au lecteur de vérifier comment les autres invariants (exposants de Lyapunov, 
entropie, courants invariants, etc) se comportent par passage au produit. 

Lorsque l'on sait construire une mesure canonique invariante /// pour 
/, Il suffit ainsi, d'après la Proposition 5.2, de montrer l'ergodicité de (/ (g) 
/, (8) /xj) pour obtenir le mélange faible. 

Dans un esprit similaire, T.C.Dinh a récemment obtenu [Di 2] une es- 
timation de la décroissance des corrélations pour les applications de Hénon 
complexes f : <C? ^ <C? ea. étudiant les propriétés ergodiques de l'endomor- 
phisme produit (/, f-^) : ^ 

5.1.2 Réduction au cas polynomial 

Soit / : P'^' ^ un endomorphisme rationnel. On peut lui associer 
canoniquement un endomorphisme F : p'^+i p^+i ^ les mêmes ca- 
ractéristiques dynamiques que /, et dont la restriction à C'^"'"^ est polyno- 
miale. Plus précisément, rappelons que / s'écrit en coordonnées homogènes 
f[zQ : ■■■ : z/.] = [Po{z) : ••• : Pk{z)], où les Pj sont des polynômes 
homogènes premiers entre eux de degré r := ri{J). Ils sont uniquement 
déterminés à une constante multiplicative près. L 'endomorphisme polyno- 
mial F : z e C^^^^ H- (Pq(z), . . . ,Pk{z)) G C'^'^^ rend le diagramme suivant 
commutatif, 

pfc f ^ pfe 

TT t t TT 

Il s'étend en un endomorphisme rationnel de P^+^, F[z : t] = [Po{z) : • • • : 
Pk{z) : r], où l'on a noté {t = 0) l'hyperplan à l'infini, P'^+i = C'=+^ U 
[t = 0). L'ensemble d'indétermination Ip est localisé dans l'hyperplan à 
l'infini, et vérifie Ip = If si l'on considère que / agit sur (t = 0) ~ P*^ : 
l'endomorphisme / peut ainsi être considéré comme la restriction de F à 
(t = 0). Observons que F définit ainsi un endomorphisme 1-stable de P'^+^ 
tel que Xi{F) = ri{F) = r. On suppose bien sûr r > 2. Plus généralement, 

Xj+i{F) = rXj{f), pomO< j<k. 

Cela se vérifie aisément grâce au Théorème 2.4, si l'on considère l'endomor- 
phisme produit induit par F sur P'^ x P\ {[z],t) eP^'xPi {f[z],t'') gP'^x 
P^ Il résulte en effet de 2.4.b que Aj+i(F) = max(rAj(/); Xj+i{f)). Mais les 
inégalités de concavité 2. 4. a montrent par ailleurs que Aj-|_i(/) < Ai(/)Aj(/) 
< rXj{f ), d'où Xj-^-l{F) = rXj(f). Il s'ensuit que A;(/) domine strictement 
tous les autres degrés dynamiques de / si et seulement si A;+i(F) domine 
strictement tous les degrés Xj{F), j + 1. 

Une mesure F-invariante induit une mesure f- invariante, /ij := Ti-^^ip. 
Tout cycle /-périodique d'ordre n ayant l valeurs propres de module plus 
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grand que 1 et k — l valeurs propres de module plus petit que 1 [un cycle 
selle de type {l,k — l)] induit r cycles selles d'ordre n pour F et de type 
{l + l,k — l) : il suffit de relever un tel cycle dans C'^+^ et de faire agir dessus 
la multiplication par une racine primitive de l'équation Ç'^ = 1. 

Les exposants de Lyapunov de (fj/J^f) et {F, fxp) sont également reliés 
les uns aux autres de façon très simple : l'un des exposants Xjd-i-F) est égal 
à logr, les autres prennent exactement les mêmes valeurs que les Xi{l^})-> en 
particulier Y!jtl Xjil^F) = logr + Y,j=i Xjil^f)- 

Conclusion. Pour comprendre la dynamique des applications rationnelles 
y . pfc _^ pfe^ notamment pour établir la conjecture, il suffit - au prix 
d'une augmentation artificielle de la dimension - de considérer ceux qui 
sont induits par un endomorphisme polynomial de C*^. 



5.1.3 Dynamique à paramètre 

Nous avons mentionné (voir paragraphe 3.4.3) qu'il est intéressant d'étudier 
la dynamique de famille d'endomorphismes {ft)teM qui dépendent holomor- 
phiquement d'un paramètre t G M. Lorsque la variété M est un ouvert de 
Zariski d'une variété projective, on peut étudier en famille la dynamique des 
applications ft en considérant l'endomorphisme F{x,t) = (ft(x),t). 

Considérons par exemple le cas d'endomorphismes polynomiaux ft : 
£k _^ £k dépendent polynomialement d'un paramètre t G C"*. Alors 

F : {z,t) G C'=+"^ ^ {ftiz),t) G 

est un endomorphisme polynomial de C'^"'"'" qui préserve les feuilletages 
{ti = constante) : c'est un produit croisé. On peut considérer son exten- 
sion méromorphe - notée encore F - à P'^ ou à toute compactification lisse 
de C*^. L'endomorphisme F n'est pas cohomologiquement hyperbolique mais 
on peut cependant étudier les courants dynamiques qui interviennent en bi- 
degré {p,p), p < k, et en déduire des informations sur la dynamique de ft- 
Par exemple la fonction de Green dynamique de F, 

^-^^'^) -„ii?ooÂ^i°s"ii^"(^'^)ii 

coïncide avec la fonction de Green dynamique de ft, 

1 ■ + 



Des résultats de régularité (resp. plurisousharmonicité) de {z,t) i— > GF{z,t) 
(dans l'esprit de la Proposition 1.2, voir [DG]) donnent donc des informations 
sur la continuité (resp. plurisousharmonicité) de t Gf^. 
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5.2 Automorphismes 



Nous testons ici la stratégie proposée ci-dessus dans le cas où f : X ^ 
X est un automorphisme cohomologiquement hyperbolique, i.e. If = 0, 
^k{f) = 1 et on note A := A;(/) > max^y; Comme / est holomorphe, 

/ est /-stable sur X. Nous montrons que A est une valeur propre distinguée 
de l'opérateur /* : W'\X,C) ^ H^'\XX) lorsque dimcX < 3. 

Nous en déduisons la construction de courants invariants canoniques 
et T^_i-i et d'une mesure de probabilité invariante Hf = A T^_i dont 
nous montrons qu'elle est mélangeante et d'entropie maximale lorsque X 
est projective. 

Ce problème a été étudié par T.C.Dinh et N.Sibony dans [DS 6], en 
suivant une méthode originale, qui fournit des informations sur la dimen- 
sion de HausdorfF du support de fif. Nous esquissons leur approche dans le 
paragraphe 5.2.3 

5.2.1 Analyse spectrale 

Soit f : X ^ X un endomorphisme holomorphe. Nous allons tester la 
condition suivante : 

Définition 5.3 L 'endomorphisme f satisfait la condition Spec(f,l) si A/(/) 
est une valeur propre simple de l'opérateur f* : iï'''(X, C) — >■ H^'^X^C) qui 
domine strictement toutes les autres valeurs propres de cet opérateur. 

Notons que la condition Spec(f,k) est trivialement vérifiée. Nous avons 
vu que la condition Spec(f,l) est vérifiée en dimension deux lorsque A2(/) < 
Ai(/)^ (Théorème 4.7). C'est encore vrai en dimension supérieure : 

Proposition 5.4 Soit f : X ^ X un endomorphisme holomorphe tel que 
^2{f) < Ai(/)^. Alors f vérifie la condition Spec(f,l) et toute valeur propre 
( / Ai( /) de l'opérateur f* : H^'^(X,C) ^ H^'^(X,C) est telle que \(\ < 

VHf)<Mf)- 

Preuve. Comme / est holomorphe, Ai(/) = ri{f) est le rayon spectral de 
l'action linéaire /* : H^''^{X,C) H^'\X,C)- Le cône i/^;^^(X,M) étant 
préservé, il existe une classe nef / telle que f*a^ = Xi{f)a^. 

Observons que a+ A a+ = 0, sinon /*(a+ A a+) = Ai(/)^a+ A a+ et 
donc Ai(/)^ < A2(/), contredisant notre hypothèse. Supposons que /*/? = 
Xi{f)(3 + ea+ pour une classe /3 € H^''^{X, C) et e G C. Alors f*{l3 A a+) = 
A a"*", donc /? A a"'" = 0. De même /3 A /3 = 0. Il résulte alors des 
relations bilinéaires de Hodge-Riemann (voir [GH]) que /? est proportionnelle 
à a"'". Cela montre que Ai(/) est une valeur propre simple. 

Soit C € C une valeur propre de /* : H^^^{X, C) ^ H^^^{X, C) et /? / 
un vecteur propre associé. Si /3 A q+ / alors /*(/? A a~^) = ÇXi(f)P A a'^ 
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implique |C| < A2(/)/Ai(/) < y/Mif)- Supposons à présent /? A a+ = 0. Si 
/3 A /3 = 0, il résulte de l'analyse précédente que (3 est proportionnel à 
et donc Ç, = Ai(/). Lorsque C / \{f) on a donc 13 h 13 ^ dans ce cas 
r/3 A /3 = C'/Î A/? implique ICI < V%/)- ° 
En appliquant l'analyse précédente à /~^, lorsque / est inversible, on 
obtient que / vérifie la condition Spec(f,k-1) si \k-2{f) < ^k-iif)^- Cela 
règle le cas des automorphismes des variétés de dimension trois : 

Proposition 5.5 Tout automorphisme f cohomologiquement hyperbolique 
d'une variété de dimension 3 vérifie la condition Spec(f,l), l tel que Xi{f) > 
maxj-^iXjif). 

Nous pensons qu'un résultat similaire a lieu lorsque dimc X > 4. Notons 
qu'il se peut que / ne vérifie pas la condition Spec(f,j), j < l — l, mais c'est 
bien la condition Spec(f,l) qui importe. 

Exemple 5.6 Soit X = C'^/A un tore complexe compact de dimension k > 
1. Soit f = /a '■ X ^ X un endomorphisme induit par z E C'^ f-^ A- z E C^, 
où A E GL(k,C) préserve le réseau A. 

On note {ai, . . . , a^} = Spec{A) les valeurs propres de la matrice A 
rangées par ordre décroissant, \ai\ > ... > \ak\. L 'endomorphisme f est 
cohomologiquement hyperbolique si et seulement si aucune valeur propre ai 
n'est de module 1 (voir Exemple 2.18). Soit l G [1, A;] tel que |a;| > 1 > |a;+i| 
(avec la convention Ok+i = Oj. Alors 

j 

^^jif) = TT ^^^'^ ^lif) > maxAj(/). 

1=1 

L 'endomorphisme f vérifie la condition Spec(f,l) ; soit {rji) une base de 1- 
formes holomorphes sur X trigonalisant l'action de f* sur H^'^{X,C) = C^, 

f*r]i = airii + EiTji-i, Si G {0, 1}, 1 < i < k. 

Alors Xi{f) est une valeur propre simple de f* : if'''(X, C) H^'\X,C) 
associée au vecteur propre rii Arjï A . . . Arji ArJî, et toute autre valeur propre 
est de module strictement plus petit. 

Notons que l' endomorphisme f ne vérifie pas nécessairement la condition 
Spec(f,j), j < l — l : on peut avoir par exemple \ai\ = \a2\ > 1. 

Supposons à présent que / vérifie la condition Spec(f,l), l tel que A/(/) > 
maKj^l Xj{f). Comme /* préserve le cône iîpjg^(X, C), on en déduit l'exis- 
tence d'une classe a"*" G H^J'^^^{X, C) - unique à constante multiplicative près 
- telle que f*a^ = \i{f)o^ . Par dualité de Serre, on a un résultat analogue 
pour l'action duale : H^~^'^~\X,C) H^~^'^~\X,C). On normalise 
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alors le choix des classes invariantes q+ G H^J^^^{X, C), G H^^ef^ C) 
et d'une classe de Kâhler {a;} G iî^'^(X, M) en imposant 

a+ -a- =a+ ■ {u^'^} = a~ ■ {J} = 1. 

Le point important ici est que la canonicité de , a" assure que le produit 
■a' est strictement positif : il suffit de vérifier que A~"(/"')*{a;'} converge 

vers un multiple strictement positif de a^. 

Une autre conséquence intéressante de la condition Spec(f,l) est liée à 

l'extrémalité des courants invariants que nous construisons un peu plus loin. 

Proposition 5.7 Si f vérifie la condition Spec(f,l), alors a"*" est une classe 
extrémale dans le cône M). 

Preuve. Soit rj G iï"pjgy(X, M) une classe pseudoeffective telle que < rj < 
Q+ . Nous devons montrer que rj est proportionnelle à a+ . Une telle classe se 
décompose en 77 = ca~^ + Yli=i Tj, 011 < c < 1 et les classes Tj appartiennent 
aux sous-espaces caractéristiques de /* : iï''' {X, C) — >■ H^'^ {X, C) associés à 
la valeur propre < \i{f)- Comme f*f*T = Afe(/)r, il vient 



||(rrr,||^n-'C||r,||et||(r),r,||:^n' 




Or la suite de classes pseudoeffectives A"'A^"(/"')*77 est dominée par 
c'est donc que = pour tout i. □ 



5.2.2 La mesure canonique 

Nous construisons ici une mesure canonique invariante lorsque f : X —> 
X est un automorphisme cohomologiquement hyperbolique qui vérifie la 
condition Spec(f,l), l tel que A/(/) > maxjyiAj(/) (par exemple lorsque 
dimcX = 3). On fixe dans la suite a+ G H^^^^{X,W), a" G H^~f'''~\x,R) 
et eu une forme de Kâhler telles que 

(/±)*a± = Aa± et a+ • {w'^"'} = a" • {a;'} = a+ • a" = 1. 

Construction des courants invariants. Soit une forme lisse fermée de 
bidegré /) qui représente a"*". Soit une forme lisse de bidegré {1 — 1, 1 — 1) 
telle que X-~^f*9+ = 6»+ + dd''R+. Quitte à changer R+ en R+ + CJ'^, on 
peut supposer que < < Cu''~^. La positivité des formes et des courants 
peut être ici interprétée au sens faible ou fort, cela n'a pas d'importance (voir 
[De] pour les définitions et propriétés de base des courants positifs). On itère 
alors cette équation fonctionnelle en prenant son image inverse par ce 
qui donne 

1 ""^ 1 

-irre+ = e++ dd'^Rt, Rt := T7(/'r^^- 

j=0 
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La suite (Rn)'^ est une suite croissante de formes différentielles positives qui 
converge au sens des courants car sa masse est uniformément majorée : 

•^^ j>0 

car A = A/(/) > A;_i(/). On en déduit que la suite A^"(/")*^'^ converge au 
sens des courants vers un courant fermé de bidegré (1,1), 

T+ := e+ + dd^R^, avec Rto = Yl ^'^ifT^"" > 0- 

j>0 

Notons que le courant est invariant, f*T^ = XT^, et positif ca.v limite de 
la suite de formes positives A~"'(/")*a;', comme on le vérifie en décomposant 
{w^} dans une base qui trigonalise l'action de /* sur H^'\X,C) : on utilise 
ici de façon décisive la condition Spec(f,l). Plus généralement, si est une 
(Z, Z)-forme lisse fermée, alors 

_L(/")*e^cr+ avec c = {e}-a-. 

On construit de même un courant positif fermé Tj^_i de bidegré {k — l,k — l) 
tel que /.T,"^ = AT,",, 

T-_i = 9-+dd'^R^, R^:=j2^irrR~>o, 

j>0 

où 9~ est une (k — l,k — Z)-forme lisse fermée représentant a~ et R~ > est 
une {k-l-l,k-l- l)-forme lisse telle que \-^{f-^)*e- = 9' + dd'^R' : 
on utilise ici l'hypothèse A = A;(/) > A;+i(/). Rappelons que A = A/(/) 
domine strictement tous les autres degrés dynamiques si et seulement si 
A;(/) > max[A;_i(/), Aj_|-i(/)]. Cela résulte des inégalités de concavité 2.4.a. 

L'existence de potentiels positifs R^ > assure, comme dans le Théorème 
3.1, de bonnes propriétés d'intégrabilité des courants ,T^_i : 

Lemme 5.8 Soit T un courant positif fermé de bidegré {p,p) sur X qui 
admet la décomposition T = 9 + dd'^R, où 9 est une {p, p) -forme lisse et R 
est un (p— l,p— l)-courant positif. Alors toute fonction quasiplurisoushar- 
monique est intégrable par rapport à la mesure trace T A u'^^p. 

Preuve. C'est l'observation déjà faite au Théorème 3.1.1 : soit <f une fonction 
qpsh sur X ; quitte à translater et dilater (p, on peut supposer que tp < et 
dd'^ip > —Lo. Une intégration par parties donne alors 

0< / {-<f)T Auj''-P = [ {-<f)9Au''-P+ [ i?A(-ddV) Ao;^-^ 
Jx Jx Jx 

< f {-ip)9Auj''-P+ f RAuj''-P+^ <+oo, 
Jx Jx 
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car les fonctions qpsh sont intégrables par rapport aux mesures lisses. □ 
Voici une conséquence importante de la condition Spec(f,l) : 

Théorème 5.9 Le courant (resp. T^_i) est un point extrémal du cône 
convexe des courants positifs fermés de bidegré (Z, l) (resp. {k — l, k — l) ). 

La preuve est dans le même esprit que celle du Théorème 4.18. Il faut 
commencer par s'assurer que tout courant positif fermé dominé par 

est cohomologue à un multiple de a"*" (c'est le contenu de la Proposition 
5.7), puis mettre en place un résultat de convergence uniforme des images 
inverses (resp. directes) normalisées. Ce dernier point est plus délicat lorsque 
l > 2, car les potentiels des courants de bidegré (Z, l) ne sont pas uniques. 
Nous renvoyons le lecteur au Théorème 4.1 de [DS 6] pour une preuve (voir 
également [G 6], [DS 7] pour un contexte proche). 

Construction de ^f. Nous définissons à présent la mesure invariante ca- 
nonique fJ-f = A T^_i : il est possible de donner un sens à ce produit 
d'intersection car les courants T^^,Tj^_^ sont très bien approximés par les 
formes hsses X~"{f^")*9^. 

Proposition 5.10 Les suites de mesures 

convergent toutes vers une même mesure de probabilité fi / . 

Preuve. Posons 6^ = A-"(/=t")*6l±, = 9+ A T~_i et = 6»+ A 6»^ . 
Observons que = ^+ A Tj^_i + dd'^{R^ A T^_i). Or iî„ A T^_.i est une suite 
croissante de courants positifs dont la masse est uniformément bornée, 

IK^Ar-j|<cX:l / (/T-'-Ar-_,A.<c'^^^^i^<+oo. 

3=0 •'^ j>0 

On en déduit que converge vers une mesure /if telle que 

l^f = 0+A T-_i + dd%S), avec S := ^{frR+ A T,-, > 0. 

Observons que fi^ - Un = dd^iB^ A X]j>„ \~^{f^)*R~), or 

j>n j>n 

donc les suites Vn et jin ont la même limite. Les autres suites se traitent 
de façon similaire. En particulier la mesure limite est une mesure de 
probabilité, car limite des mesures positives lisses A~^"(/"')*a;' A {f~^)*uj^~^ 
dont la masse tend vers 1. □ 
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Théorème 5.11 La mesure jif est une mesure invariante mélangeante qui 
intègre les fonctions qpsh. Elle est d'entropie maximale si X est projective, 

htop{f) = h^f{f)=logXi{f). 

Preuve. Observons que = Hn+i, donc la mesure fj,f est invariante. Elle 

se décompose en 

nf = e+ AQ- + d(f{[cJ + e+] AR^ + s)- cJ a t-_^ + cJ a e-, 

où S est un courant positif et C > est choisie de sorte que la forme Cuj^+9~^ 
soit positive. Il résulte alors d'une double application du Lemme 5.8 que les 
mesures 6»+ A T",, et [CJ + 6»+] A 6»" + dd%[CJd+\ AR^ + S) intègrent les 
fonctions qpsh. Il en est donc de même de iif. 

Le mélange, comme dans le Théorème 4.23, est une conséquence de 
l'extrcmalitc des courants Tj^ ,Tj^_i (Théorème 5.9). 

L'entropie de //j est majorée par htop{f) = logA;(/) d'après le principe 
variationnel et le Théorème 2.8. La minoration s'appuie sur les travaux de 
Y.Yomdin (voir [Sm], [BS 2] pour une utilisation de ces travaux dans le 
contexte des applications de Hénon complexes, et le Théorème 3.2 de [G 6] 
pour la dimension supérieure). □ 

Bilan. Soit / : X ^ X un automorphisme cohomologiquement hyperbo- 
lique sur une variété projective de dimension trois. Quitte à changer / en 
f~^, nous pouvons supposer que A := Ai(/) est le degré dynamique do- 
minant. Alors / vérifie la condition Spec(f,l) (Proposition 5.4), donc la 
demi-droite canonique M"'"a''' est extrémale (Proposition 5.7). On sait donc 
construire des courants invariants canoniques T^, T2 extrémaux (Théorème 
5.9), et une mesure de probabilité invariante canonique qui est mélangeante 
et d'entropie maximale (Théorème 5.11). Il reste à estimer ses exposants 
de Lyapunov (indiquons le tout récent travail [DeT 5] qui donne cette es- 
timation lorsque l'on sait calculer l'entropie métrique) et préciser la na- 
ture des points selles de /. Cela passe vraisemblablement par une meilleure 
compréhension de la nature géométrique des courants T^,T2 dans l'esprit 
de ce qui a été exposé en dimension deux (voir paragraphe 4.3.3). Les travaux 
récents de T.C.Dinh [Di 1] et H.deThelin [DeT 4] vont dans ce sens. Notons 
enfin que le lemme 4.28 de R.Dujardin est valable en toute dimension. 

5.2.3 L'approche de Dinh-Sibony 

Soit f : X ^ X un automorphisme cohomologiquement hyperbolique 
d'une variété kàhléricnnc compacte. Nous supposons pour simplifier l'expo- 
sition que X est de dimension trois. Quitte à changer / en /^^, on peut 
donc supposer que 

A:= Ai(ri) = A2(/)>Ai(/)>l. 
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Il résulte de la Proposition 5.4 que A est une valeur propre distinguée de 
l'opérateur : H^'^{X, C) H^'^{X, C). Nous avons construit précédemment 
des courants invariants canoniques et T2 de bidegrés respectifs (1, 1), (2, 2), 
et montré que la mesure /J-f ■= T\~ A est dynamiquement intéressante. 

Nous indiquons à présent quelques éléments de l'approche de T.C.Dinh 
et N.Sibony [DS 6] qui permet de montrer que ne charge pas les ensembles 
de petite dimension de HausdorfF. Précisons que cette approche fonctionne 
en toute dimension. 

L'idée de la méthode est de construire par récurrence sur p, des courants 
positifs fermés invariants T = T A Sx de bidegré (p + l,p + 1), en partant 

d'un courant positif fermé invariant T de bidegré {p,p). A chaque étape, le 
courant St est invariant, de bidegré (1, 1), fermé, à potentiels hôldcricns, et 
tel que T ASt est positif. Le point de départ (p = 1) est le courant , celui 
d'arrivée (p = A; — 1) est la mesure jjif. 

Il s'agit donc de faire de l'analyse sur un courant positif fermé invariant 
T. Cela nécessite de contrôler l'action des operateurs f*,f* sur les espaces 
de cohomologie de tels courants : on introduit 

N^^\T,m) := {a G H^'\X,m) / a A {T} = dans HP+^'P+\X,m)} . 

On introduit également iv3'^(r. M) le sous-espace constitué des classes a = 
{S} qui peuvent être représentées par un courant (non nécessairement po- 
sitif) ayant un potentiel ï/-hôldérien. On considère alors les espaces 

H^''^{T,R) := H^''^{X,R)/N^''^{T,R) et Hy{T,R) := H^''^{X,R)/Ny{T,R). 

Lorsque T est invariant, f*T = XtT, Xt > 0, l'opérateur /* préserve 
N'^'^{T, R) et Ny{T, R) et induit donc un opérateur sur les espaces H^''^{T, R), 
Hy{T,R). 

Définition 5.12 Soit T un courant positif fermé de bidegré {p,p) qui est 
f -invariant, f*T = XtT, Xt > 0. Soit l un entier tel que < l + p < k. 
Le P^™^ degré dynamique de T est 



Observons que Xi{f, T) = A;(/) lorsque T est de bidegré (0, 0). En général 
on a seulement une inégalité : on montre comme au Théorème 2.4 que 




-1 l/n 



A/(/,r) :=liminf 



,k-p-l 




.1- 
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Lorsque T = Ti , p = 1 et A; = 3, il vient Xt = Ai(/ ^) ^ et on obtient 

Ai(/,r)2 > A2(/,r) = = Ai(/-^) > 1, 

donc Xi{f,T^) > 1 : c'est la condition qui va permettre (cf Théorème 
5.13) de construire un courant Sj,- courant de bidegré (1,1) à potentiels 
hôldériens, tel que 

T' := Tf A S^- > et Tf A f*S^- = Ai(/, Tf )rf A Sj,-. 

Autrement dit, le courant Sj,- est positif et /-invariant uniquement par 

"restriction" au courant Tj~. Observons que T' est un courant positif fermé 
invariant de bidegré (2,2), avec 

_ Ai(/,rf) ^ Ai(/) 

car / est cohomologiquement hyperbolique. On en déduit 

\,{f,T') = X^} > 1. 

Une nouvelle application du Théorème 5.13 permet alors d'obtenir la 
mesure de probabilité invariante 

Hf := T' A St' = Tf A Sj,- A St' > 0. 

Celle-ci ne charge pas les ensembles de petite dimension de Hausdorff, car 
chacun des courants , Sj,- , St' est à potentiels hôldériens (voir corollaire 
1.4). La canonicitc des constructions permet de montrer qu'il s'agit bien de 
la mesure construite en 5.2.2. 

Il reste à établir l'existence des courants St, ce que nous faisons à présent. 
On fixe u> une forme de Kâhler sur X. 

Théorème 5.13 Soit T un courant positif fermé de bidegré {p,p) sur X, 
1 < p < k — 1, qui est invariant, f*T = XtT avec At > 0. 

Si Ai(/, T) > 1 alors il existe un entier It Ç: ^ et un courant fermé St 
de bidegré (1,1) à potentiels hôldériens tels que 



fl^ 1 



^f^Tyifru^\^T:=TAST, 

où T est un courant positif fermé non nul de bidegré {p+l,p+l). Le courant 
St est invariant sur T, au sens où 

TAf*ST = TAXiif,T)ST. 
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Notons que le courant St n'est pas nécessairement positif, mais que 
T = T A St l'est. Le produit d'intersection est bien défini car S est à po- 
tentiels i^-Hôlder, donc bornés [BT]. L'exposant > est, comme dans 
la Proposition 1.2, contrôlé par le rapport log Ai(/, r)/xtop(/)- Observons 
enfin que le courant T est lui aussi invariant, 

rf = \TXi{f,T)f. 

Lorsque p = k — 1, T est donc une mesure invariante car Ai(/, T) = 
Xk-p{f,T) = X^^ (égalité 3. de la page précédente). 

Esquisse de preuve. Soit l le plus grand entier tel que les classes {w}, /*{aj}, 
. . . , (/')*{a;} soient linéairement indépendantes dans hI'^{T,R). On note 
E le sous-espacc engendré par ces classes : il est stable sous l'action de 
l'opérateur /*, et le rayon spectral de f* : E ^ E est égal à Ai(/, T). L'en- 
tier It de l'énoncé correspond à la non-diagonalisibilité de cette action (la 
norme de (/")|g croît comme n''^Ai(/, T)"). Nous supposons pour simplifier 
l'exposition que l = 0, donc Zt = et = Xi{f,T)uj. 

Il existe donc R un (1, l)-courant positif fermé à potentiels hôldériens et 
u : X ^ M. une fonction hôldérienne, tels que 

^ -f*LO = uj + dd''u + R, scvecTAR = 0. 



Xi{f,T)- 

En appliquant l'opérateur (/"~^)* à cette équation fonctionnelle on obtient 

1 ""^ 1 

(r)*cj = oo+dd%n+Rn, TARn = 0, et Un := V . . . uop^ 

Ai(/,T)"^'' ^ n n, n , n j^^ y^^f^j ^rj,y J 

On montre, comme dans la Proposition 1.2 que la suite («„) converge uni- 
formément vers une fonction hôldérienne Uoo, et on pose 

St '■= io + dd'^Uoo- 

Observons que St n'est a priori ni positif, ni invariant (on n'a aucun contrôle 
sur les termes d'erreurs Rn), mais T := T A St est positif, comme limite de 
courants positifs, et invariant (le terme d'erreur s'annulant sur T). 

Lorsque It > 1, il est nécessaire de considérer des moyennes de Césaro. 
La construction de St procède de la même idée, mais les détails techniques 
sont plus délicats et nous renvoyons le lecteur à la Proposition 2.4 et au 
Théorème 3.1 de [DS 6] pour plus de détails. □ 

5.3 Endomorphismes polynomiaux de 

Nous considérons ici le cas des endomorphismes rationnels qui sont l- 
stables sur l'espace projectif complexe P'"'. Quitte à travailler dans P'^^^, 



111 



il suffit de considérer le cas d'endomorphismes qui sont polynomiaux dans 
une carte affine (voir paragraphe 5.1.2). Nous commençons par considérer 
le cas des automorphismes. Les techniques mises en jeu sont proches de 
celles esquissées précédemment, nous nous contentons donc d'énoncer les 
principaux résultats et donnons quelques exemples. 

5.3.1 Automorphismes réguliers 

N.Sibony a introduit dans [S] une classe d'exemples dynamiquement 
intéressants qui contient les automorphismes étudiés par E.Bedford et V.Pam- 
buccian dans [BP]. 

Définition 5.14 Soit f : ^ un automorphisme polynomial non af- 
fine. On dit que / est régulier lorsque l'extension méromorphe de f àW^ 
vérifie If H If-i = 0. 

Il s'agit d'une généralisation pluridimensionnelle des applications de Hénon 
complexes : celles-ci sont précisément les automorphismes réguliers lorsque 
k = 2. On vérifie (voir [S]) que 

- / induit un endomorphismc /-stable de P*^, avec l = dimc If-i + 1 ; 

- A,(/) = Al (/y si 1 < i < / et A,(/) = Xk-i{ff^' sil<j<k. En 
particulier le degré Xi(f) = Ai(/)' = Afc_i(/)^~' domine strictement 
tous les autres degrés dynamiques ; 

- il existe des courants invariants canoniques Tj^, T^_i qui admettent des 
potentiels suffisamment réguliers pour pouvoir définir leur intersection 
potentialiste M/ = A T^_i ■ 

Exemple 5.15 Considérons l'endomorphisme de défini par 

f{zi, ...,Zk) = {Pk-i{zi, Zk-i) + ttkZk, Pi{zi) + 022:2, aizi), 

où Oj G C* et les Pj sont des polynômes de degré d > 2 tels que àcg^. Pj = d. 
On vérifie que f est un automorphisme de C^. Son extension méromorphe à 

- encore notée f - est telle que If = {zi = ■ ■ ■ = z^^i = t = 0) est réduit 
à un point qui n'appartient pas à If-i = {z^ = t = 0}. Ici [t = 0) désigne 
l'hyperplan à l'infini. Ainsi f est régulier avec dans ce cas l = k — 1. 

En intervertissant les rôles de f,f~^, on obtient des exemples tels que 
l = k — 1. Pour fabriquer des exemples tels que 2 < l < k — 2, lorsque 
k > 4, on peut utiliser l'observation suivante : soit fi : C^' C''' . i = 1,2, 
des automorphismes réguliers de C-^^ avec Xi{fi) = Ai(/2). Posons li = 
1 -|- dimc I f-i . Alors le produit direct f = fi x f2 définit un automorphisme 

polynomial régulier de C^, k = ki + k2, tel que dimc //-i = li -|- ^2 — 1- 
Nous avons montré dans [G 6] le résultat suivant : 
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Théorème 5.16 Soit f : C'' ^ C'^ un automorphisme polynomial régulier. 
Alors la mesure fJ^f T^' A T^_i est mélangeante et d'entropie maximale, 

KfU) = htopU) = \ogXi{f)>0. 

Le mélange découle comme pour le Théorème 4.23 de l'extrémalité des 
courants T^, T^_i que nous établissons dans [G 6]. Notons que cette pro- 
priété d'extrémalité a été démontrée indépendamment par T.-C.Dinh et 
N.Sibony [DS 7]. 

Il est naturel de se demander si tous les automorphismes polynomiaux 
cohomologiquement hyperboliques sont -conjugués à- des automorphismes 
réguliers. C'est le cas en dimension 2 (voir [PrM]). Ce n'est plus vrai en 
dimension supérieure. On peut s'en rendre compte en analysant les auto- 
morphismes quadratiques de qui ont ctc partiellement classifiés par J.- 
E.Fornaess et H.Wu [FW] (voir également [Mae]). Nous avons précisé cette 
classification dans [CoG], en collaboration avec D.Coman (voir Proposition 
5.23 ci-après). 

5.3.2 Automorphismes faiblement réguliers 

Soit / : C*^ — > C*^ un automorphisme polynomial. On note 

on {t = 0) désigne l'hyperplan à l'infini, P'^ = C'^ U (t = 0). Nous avons 
introduit, en collaboration avec N.Sibony [GS], la notion suivante : 

Définition 5.17 On dit que f est faiblement régulier si If fl Xf = 0. 

Tout automorphisme régulier est faiblement régulier car dans ce cas 
Xf = If-i (voir Proposition 2.5.3 dans [S]). Un produit direct d'automor- 
phismes réguliers /i,/2 (resp. faiblement réguliers) est un automorphisme 
faiblement régulier (mais il n'est régulier que lorsque Ai(/i) = Ai(/2)). 
On vérifie dans ce cas (voir section 2 dans [GS]) que 

- / induit un endomorphisme Z-stable sur P*^ avec l = dimc Xf + 1; 

- l'ensemble Xf est un attracteur ; 

- il existe un courant invariant Tj^ canonique tel que f*Ti^ = Xi{f)T^ ; 

- dimc If = k-l-2, donc Xi{f) = Ai(/)^ mais \i+^{f) < XiifY+K 

Théorème 5.18 Soit f un automorphisme polynomial faiblement régulier 
de tel que \i{f) > Ai_|_i(/), / = à\m.£Xf + 1. Alors il existe un courant 
positif fermé T^_i de bidegré {k — l,k — ï), tel que f*T^_i = ^T^-i 

i^(n.a;^-'^r-_,, 

où uj désigne la forme de Fubini-Study sur . 
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Remarque 5.19 Ce résultat est dém,ontré dans [GS] (Théorème 3.1) sous 
des hypothèses non- optimales. Il est démontré dans [CoG] (section 2.1) 
lorsque 1 = 1, et dans [G 6] (section 2.2) dans le cas général. 

Notons que l'hypothèse Xi{f) > Xi+i(f) entraîne, grâce aux inégalités de 
concavité 2.4-a, que A;(/) domine strictement tous les autres degrés dyna- 
miques. Observons également que cette hypothèse est toujours satisfaite pour 
les automorphismes quadratiques de (voir Proposition 5.23). 

Comme Xf est un attracteur, le courant admet de bons potentiels. 
Plus précisément, il résulte de sa construction qu'on peut l'écrire 

T-_^ = e + dd%T-), 

où 6 est une forme lisse fermée de bidegré {k — l,k — l) qui est cohomologue 
à u>'^~^ , et est un courant de bidegré {k — l — l,k — l — 1) qui peut 
être choisi positif hors d'un voisinage arbitrairement petit de l'attracteur 
Xf. C'est l'analogue de la construction faite au paragraphe 5.2.2 : la condi- 
tion Spec(f,l) est ici trivialement vérifiée puisque C) = C, mais le 
prix à payer de cette simplification cohomologique est la présence de points 
d'indétermination. 

Nous montrons dans [G 6] que le courant Tf7_i est cxtrcmal et que la 
mesure A*/ := f\T^_i est bien définie, en utilisant une variante du Lemme 
5.8. Lorsque If est /"^-attirant, la mesure /x/ est à support compact dans 
C'^, ce qui simplifie son étude. Nous obtenons ainsi [G 6] : 

Théorème 5.20 Soit f : ^ un automorphisme faiblement régulier. 
Supposons A/(/) > A;+i(/) et que l'ensemble If est un attracteur pour f~^. 

Alors la mesure fJ-f = ^'^k-i ^'^^ mesure de probabilité invariante 
qui ne charge pas les hyper surf aces. C'est une mesure mélangeante d'entropie 
maximale, 

Kf{f) = htop{f) = \og\i{f). 

Nous renvoyons le lecteur aux Théorèmes 3.1 et 3.2 dans [G 6] pour 
une démonstration de ce résultat. Nous pensons qu'il n'est pas nécessaire de 
supposer que l'ensemble // est un attracteur. 

Question 5.21 Est-ce que les résultats du Théorème 5.20 subsistent lorsque 
If n'est pas un attracteur ? 

Nous montrons dans le Théorème 4.1 de [CoG] que l'ensemble If est 
souvent (mais pas toujours) /"^-attirant pour les automorphismes polyno- 
miaux quadratiques de dont les degrés dynamiques sont deux à deux 
distincts, i.e. qui sont cohomologiquement hyperboliques. 
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5.3.3 Le cas des endomorphismes 

La plupart des résultats précédents s'étendent au cas des endomorphismes 
polynomiaux non inversibles de C*^ qui sont faiblement réguliers, moyennant 
une hypothèse technique sur l'ensemble critique (hypothèse (H4) dans [G 6]). 

Nous avons démontré (Théorème 2.6 dans [G 6]) l'extrémalité de 
uniquement dans le cône des courants positifs invariants ; celle-ci entraîne 
l'ergodicité de la mesure ^if (c'est l'analogue du Théorème 4.23), et on peut 
établir le mélange faible en considérant l'automorphisme produit / /. 

Il est probable que soit fortement extrémal. Notre incapacité à le 
prouver résulte uniquement de la mauvaise compréhension que nous avons 
des courants de bidegré {k — l,k — l), lorsque k — l > 1. Lorsque k — l = 1 
et k = 2, le courant est effectivement fortement extrémal comme nous 
l'avons montré dans [G 1], Théorème 5.2 : dans le cas de bidegré (1,1), 
les potentiels des courants sont des fonctions (uniques à constante additive 
près), ce qui facilite énormément leur analyse dynamique. 

Nous renvoyons le lecteur à [G 6] pour la formulation précise des résultats. 

5.4 Exemples 

5.4.1 Automorphismes cohomologiquement hyperboliques 

Le tore complexe X = (C/Z[î])'^, k > 2, admet de nombreux auto- 
morphismes d'entropie positive, induits par une matrice A G GL{k,Z). Les 
automorphismes cohomologiquement hyperboliques sont ceux pour lesquels 
la matrice A n'a aucune valeur propre de module 1 (automorphismes d'Ano- 
sov). On vérifie aisément que A;(/) > maxj^; '^jif) 6st une valeur propre dis- 
tinguée de l'opérateur /* : H^\X,C) ^ H^\X,C) (condition Spec(f,l)) : 
la stratégie proposée pour construire /x/ fonctionne donc bien dans ce cas. 
Nous renvoyons le lecteur à l'Appendix de [GV] pour la classification des 
automorphismes d'entropie positive sur les tores complexes compacts de di- 
mension deux. 

B.Mazur donne dans [Maz] des exemples d'automorphisme d'entropie 
positive sur certaines surfaces K'i. Sa construction fonctionne en toute di- 
mension comme l'ont observé T.C.Dinh et N.Sibony [DS 6]. 

Exemple 5.22 Soit P{z^ , . . . , z^) un polynôme multihomogène de multi- 
degré (2, ... ,2) en z° = (xo,yo), ■■■ ,z'' = {xk,yk), i-e. tel que 

P{\ç^z\ Xkz'') = • • • A^P(z°, . . . , z''), pour tout Aq, . . . , A^ G C*. 

Un tel polynôme définit une hypersurface X de dimension k et de multidegré 
{2, ... ,2) dans l'espace (P^)'^+-^ = x • • • x P^. Cette hypersurface est une 
variété de Calabi-Yau lisse pour un choix générique de P. Considérons 

TTi-.XC (P^)*^+l ^ (Pl)*^ 
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la projection parallèlement à la œordonnée. C'est un revêtement holo- 
morphe de degré 2 sur (F^)^ , qui perm,et de définir ai : X ^ X l'involution 
holomorphe qui échange les deux préimages de iTi. Soit enfin 

f := ao o ai o ■ ■ ■ o ak : X ^ X. 

Alors f est un automorphisme cohomologiquement hyperbolique. On trouvera 
une preuve de ce fait dans [Ca 1], lorsque k = 2. 

Le lecteur trouvera d'autres exemples dans [BK 1,2], [Ca 1], [Ke], [M 3]. 

5.4.2 Automorphismes polynomiaux de 

Les automorphismes polynomiaux quadratiques de ont été classifiés 
par J.E.Fornaess et H.Wu dans [FW] (voir également [Mae]). Nous avons, 
en collaboration avec D.Coman [CoG], précisé cette classification en nous 
intéressant aux automorphismes cohomologiquement hyperboliques. 

Proposition 5.23 Soit f : 'C? ^ un automorphisme polynomial qua- 
dratique cohomologiquement hyperbolique. Alors après conjugaison, et quitte 
à changer / en f^^ ou p , on obtient que 

- f est 1-stable dans et Xi{f) > maxj^i Xj{f) ; 

- f est soit régulier, soit faiblement régulier. 

Notons que pour un automorphisme polynomial de C^, on a A3(/) = 1 
et A2(/) = Ai(/'~-'^). Les automorphismes cohomologiquement hyperboliques 
sont donc ceux tels que Ai(/) / Ai(/~^). 

Nous renvoyons le lecteur au Théorème 4.1 de [CoG] pour une preuve 
ainsi qu'un énoncé plus précis. Ce résultat montre qu'il est nécessaire de 
considérer la notion plus générale d'automorphisme faiblement régulier et 
que les automorphismes quadratiques de C'^ vérifient les hypothèses du 
Théorème 5.18. La plupart vérifient également l'hypothèse supplémentaire 
du Théorème 5.20, mais pas tous comme le montre l'exemple suivant. 

Exemple 5.24 Considérons 

f{x, y, z) G H- > {xy + az, x? + 6y, x) G C^, 

où a,b G C*. C'est un automorphisme quadratique de (membre de la 
famille 5 du Théorème 4-1 de [CoG]). 

On vérifie aisément que l'inverse f^^ de f satisfait les hypothèses du 
Théorème 5.18 : f^^ est faiblement régulier avec l = 1, \i{f~^) = 3 > 
A2(/~^) = Ai(/) = 2. Cependant If-i n'est pas toujours f -attirant. En effet 
la droite {x = z = 0) est invariante, 

/(0,2/,0) = (0,6y,0), rHO,y,0) = (0,6-^0). 
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Elle rencontre l'hyperplan à l'infini en un point qui est à la fois d'indétermina- 
tion pour f et pour f^^. Il s'ensuit que If-i n'est pas f -attirant si \b\ < 1. 
Nous montrons dans [CoGJ que If-i est f -attirant lorsque \b\ > 1. 

Le lecteur intéressé trouvera dans [BP], [S], [G 1,3,6], [GS], [CoG], [DS 
2] d'autres exemples d'automorphismes et d'endomorphismes polynomiaux 
de qui sont cohomologiquement hyperboliques et satisfont les hypothèses 
supplémentaires des résultats énoncés plus haut. 
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